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Avant-propos

[IpencraBnenHoe yueOHOe MocoOue MpenHa3Ha4eHo i (hpaHKOroBOPS-
HIMX CTYAEHTOB, M3YYaIOMIMX KypC TEOPETHUYECKOM MEXAHWKH, U SBIISETCS
BCIIOMOTATEIbHBIM MaTEPUAIOM K JIEKIIMOHHBIM W TMPAKTUYECKUM 3aHSTHUSIM,
MO3BOJISIONIMM 00JIe€ MOTHO U3YYUTh METObl UCCIIEIOBAHUS U pELIECHUs 3aa

KHMHCMATHKH.

Teopernueckass MexaHUKa SIBJIIETCS ONHOM M3 (PyH/IaMEHTAJIbHBIX HayK,
IpU €€ HU3YyYEHUHU 3aKJIAJbIBAIOTCd OCHOBHBIE 3HAaHUS U TMOHMMAHMS, CIOCOO-
CTBYIOLIME YCHEIIHOMY JAJIbHEUIIEMY W3YYEHUIO CIELHAIM3UPOBAHHBIX, TEX-
HUYECKUX HayK. /{7151 MHOCTpaHHBIX CTYJIEHTOB MEPBOr0 Kypca o0yueHust 10CcTa-
TOYHO TPYAHO MOHUMATh TEXHUYECKHE TEPMHUHBI U OMPEACICHUS HA UHOCTPaH-
HOM $I3bIKE€ B YCJIOBHUSAX OIPAaHWYEHHOTO IO BPEMEHHU Kypca npenmera. JlaHHoe
y4eOHO-METOJIMYECKOE MOCOOHE MOMOXKET 0o0Jjiee YCMEIIHO HU3YYUTh pEelIeHUE
3a7a4 pas3zesia KHHEeMaTHKa TEOPETUYECKON MEXaHUKU (PPaHKOTOBOPSIIUM CTY-

ACHTaM BY30B apXUTCKTYPHO-CTPOUTCIbHOT'O HAIIPpaBJICHUS.

B yue6HOM mocoOuu KpaTKO U CKATO MPEACTaBICHBI ONPEEICHHUS, TEOpe-
MBI U (HOpPMYIbI, HEOOXOIUMBIEC AJII M3YyYEHHUS OCHOB AMCUMILIMHBL [lokaza-
TEJIbCTBA HEKOTOPBIX TEOPEM HE MPUBOJSATCA B JIAHHOM NMOCOOMHM U BBIHECEHBI

Ha CaMOCTOATCIBHOC N3YyYCHUC CTYICHTAMMU.

Ce manuel est destiné aux étudiants francophones qui étudient le cours de
la mécanique rationnelle (théorique). Il est un matériau auxiliaire lors de 1'étude
de de la discipline. Le manuel résume et concis présente les définitions, les
théoremes et les équations nécessaires pour étudier les principes fondamentaux
de la discipline. Il contient des informations théoriques de base sur la section

"cinématique".



1. Introduction

La mécanique rationnelle (théorique) est la science des lois générales du
movement, de 1’équilibre et des interactions entre les corps matériels. La tache
principale de la mécanique rationnelle réside dans 1’ étudie des lois générales du
movemen et de I’équilibre des corps matériels soumis a I’action des forces qui

leur sont appliqués.

Le cours de mécanique rationnelle est divisé en trois grandes sections:

statique, cinématique et dynamique.

On appelle cinématique la partie de la mécanique qui étudie les propriétés
géométriques du mouvement des corps sans tenir compte de leur inertie (masse)

et des forces agissant sur eux.

Le mouvement mécanique — est un changement dans le temps de la
position mutuelle dans I'espace des corps matériels (ou un changement dans la

position mutuelle des parties du corps).

Un cas particulier de mouvement est 1'état de repos relatif.

On entend en mécanique par mouvement la changement dans le temps de la
position d’un corps donné dans 1’espace par rapport a un systeme d’axes de

coordonnées nommé systéme de référence.

Si les coordonnées de tous les points du corps dans le systeme de référence
choisi restent constantes, on dit que le corps est au repos par rapport a ce

systeme de référence. Si les coordonnées de points quelconques du corps se



modifient dans le temps, le corps est en mouvement par rapport au systeme de

référence.

Le mouvement du corps s’effectue dans 1’espace, dans le temps. En
mécanique, le temps est considéré comme universel, c’est-a-dire qu’il s’écoule

de la méme facon dans tous les systemes de référence envisagés.

En cinématique le temps est pris comme grandeur variable indépendante.
Toutes les autres variables sont considérées comme des fonctions du temps. Le

temps est compté a partir d’un certain moment initial t = ¢.

Les principaux objets idéalisés de la mécanique rationnelle sont un point

matériel, un systeme mécanique et un corps absolument solide:

* Un point matériel — est un point qui a une masse. Le point matériel peut
étre considéré comme n'importe quel corps matériel, si ses dimensions
dans cette tache particuliere peuvent €tre négligées.

» Un systéeme mécanique — est tout ensemble de points matériels.

e Un corps matériel — est un systeme mécanique formé par un ensemble
continu de points matériels.

* Un corps absolument solide (corps solide) — est un corps matériel dont

la distance entre deux points quelconques reste toujours la méme.

La tiche principale de la cinématique consiste a determiner, connaissant la
loi du mouvement du corps (ou du point) donné, toutes les circonstances
cinématiques caractérisant le mouvement du corps pris dans son ensemble, ainsi

que celui de chacun de ses points séparément (trajectoire, vitesse, acceleration).



Les parties principales de la cinématique sont:

e cinématique du point,
* cinématique du corps solide,
* mouvement composé€ du point (on n'est pas étudi€s dans ce manuel),

*emouvement compos€¢ du corps solide (on n'est pas étudi€s dans

manuel).
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2. Cinématique du point

2.1 Modes de définition du mouvement du point

Définition du mouvement du point par proceed vectoriel

On peut fixer la position du point a tout instant par un vecteur r, mené de
I’origine des coordonnées O au point M. Le vecteur r est appelé rayon vecteur

du point M. Le rayon vecteur est un vecteur function du temps

7 = 7(t) 2.1)

la trajectoire

Fig. 2.1

L’expression (2.1) définit la loi du mouvement curviligne du point sous une

forme vectorielle.

Le lieu géométrique des extrémités du vecteur r détermine la trajectoire du

point en mouvement.



Définition du mouvement du point par un systeme de coordonnées

On peut détermine la position du point par rapport au systeme de référence

donné Oxyz en utilisant ses coordonnées cartésiennes Xx, y, z.

x = x(t),
y =y(t), (2.2)
z = z(t).

Les expressions (2.2) sont les équations du mouvement du point dans les

axes de coordonnées rectangulaires cartésiens.

Le temps est considéré comme parametre, les équations (2.2) sont des
équations paramétriques de la trajectoire du point. Pour trouver I’équation de la
trajectoire sous sa forme habituelle, c’est-a-dire en function des coordonnées du

point M seulement, il faut éliminer le temps t des équations du mouvement (2.2).

Le lien entre les méthodes vectorielles et coordonnées pour définir le
mouvement d'un point est donnée par la formule
? = xi+ y] + zk, (2.3)

\—>—>i€

ou 1, J, k- vecteurs unitaires du systeme de coordonnées cartésiennes.
Mode naturel de description du mouvement

Ce mode de définition est commode dans les cas ou la trajectoire du point

mobile est connue d’avance.



la trajectoire

Fig. 2.2

Pour définir le mouvement du point on doit:
1. déterminer la trajectoire du point (la courbe AB de la fig. 2.2);
2. fixer I'origine sur la trajectoire avec 1’indication des sens positif et
négatif;
3. définir la loi du mouvement du point sur la trajectoire sous la

forme:
s = s(t) (2.4)

ou la distance s=OM est la coordonnée curviligne du point.

La coordonnée curviligne détermine la position d'un point et non son

chemin.

2.2 Vitesse

Définition de la vitesse du point par proceed vectoriel

Le vecteur vitesse instantanée du point est égal a la dérivée premiere du

rayon vecteur du point par rapport au temps:

p=5=¢ (2.5)



La vitesse d'un point est une valeur vectorielle, sa direction indique ou le
corps se déplace actuellement, et le module indique la vitesse de changement de

position du point.

Dimension de la vitesse: [v] = m/s.

Définition de la vitesse du point un systéme de coordonnées

Les projections de la vitesse sur les axes de coordonnées sont égales aux

dérivées premieres par rapport au temps des coordonnées du point.

Uy =X
vy, =y (2.6)
v, =12

Les projections de la vitesse étant connues, son module et son support
s IN :
(c’est-a-dire les angles n., n,, n; que le vectuer v forme avec les axes de

coordonnées) sont donnés par les formules:

v=.vZ+vi+v? (2.7)

n, = cos(v,x) = v, /v
n, = cos(v,y) = v, /v. (2.8)
n, = cos(v,z) = v,/v
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Définition de la vitesse dans la méthode naturelle du mouvement

La valeur numérique de la vitesse instantanée du point est égale a la

dérivée premiere de la coordonnée curviligne s du point par rapport au temps:

ds
v=— (2.9)

Le vecteur vitesse est dirigé suivant la tangente a la trajectiore, celle-ci
étant connue d’avance. Dans ce cas, comme pour le mouvement rectiligne, si
v > 0, le vecteur vitesse v est dirigé dans le sens positif défini sur la courbe et si

v < 0, dans le sens négatif.

Par conséquent, la valeur algébrique de la vitesse détermine en méme

temps le module du vecteur et son sens.

2.3 Accélération

Définition de I’accélération du point par proceed vectoriel

Le vecteur accélération instantanée du point est égal a la dérivée
premiere du vecteur vitesse ou a la dérivée seconde du rayon vecteur du point

par rapport au temps:

d'l_j dZ.r‘.’ . .o
—=—ouda=v=r*% (2.10)
dt dt?

-
a=

L'accélération caractérise le changement de vecteur de la vitesse.

Dimension de l'accélération: [a] = m/s?.

12



Définition de ’accélération du point un systeme de coordonnées

Les projections de ’accélération sur les axes de coordonnées sont égales
aux dérivées premieres des projections des vitesses ou aux dérivées secondes
des coordonnées du point par rapport au temps.

Ay =V, =X

y =7y =7, 2.11)
a, =0, =z

Q
I

Le module et la direction de 1’accélération seront donnés par les formules:

a=.az+a}+az (2.12)

l, = cos(d,x) =a,/a
y =cos(d,y) = a,/a. (2.13)
cos(d,z) =a,/a

o~
Il

o~
N
I

Définition de I’accélération dans la méthode naturelle du mouvement

Le rayon de courbure est €gal au rayon du cercle qui coincide le mieux

avec la courbe au voisinage du point donné.

Dimension du rayon de courbure: [p] = m.

La courbure est égale a I’'inverse du rayon de courbure p au point donné:

k=1/p (2.15)

13



Pour I'exemple:

1. Un cercle est une courbe de courbure constante. A tous les points du
cercle, son rayon de courbure est égal au rayon du cercle (p = R).

2. Une ligne droite est une ligne de courbure constante. A tous ses points,
le rayon de courbure est infini et la courbure est nulle (p — ©0).

3. Une ellipse ou une parabole a une valeur de rayon de courbure différente

a différents points.

Les axes naturels (la tangent et la normale principale) ont leur origine au
point mobile M et se déplacent avec lui dans I’espace. Dirigeons un des axes
suivant la tangente T a la trajectoire, dans le sens positif, et I’autre, suivant la

normale 7, vers 'intérieur de la concavité de la trajectoire.

L'accélération dans la méthode naturelle du mouvement est composée d'une
accélération tangentielle (projection de I’accélération sur la tangente) et d'une

accélération normale (projection de I’accélération normale principale):

a=a,T+a,n=d;+ad, (2.16)

La projection de I’accélération du point sur la tangente est égale a
dérivée premiere de la valeur numérique de la vitesse ou a la dérivée seconde de

la coordonnée curviligne par rapport au temps:

dv

= = o] (2.17)

|a‘c| =

14



L'accélération tangentielle est dirigée tangente a la trajectoire et est
déterminée par la projection du vecteur d'accélération sur la tangente, dont le

signe indique dans quelle direction elle est dirigée.

La projection de ’accélération sur la normale principale est égale au
carré de la vitesse, divisé par le rayon de courbure de la trajectoire au point

donné de la courbe:

a, =% (2.18)

L'accélération normale est dirigée sur la normale principale et sa projection
sur la normale est toujours positive. Pour cette raison, 1'accélération normale est

toujours dirigée vers la concavité de la trajectoire.

Le module d'accélération:

a=,a?+a,? (2.19)

2.4 Cas particuliers du mouvement du point

Mouvement rectiligne et curviligne

La trajectoire en mouvement curviligne est une courbe et sa courbure a

une valeur finie et son rayon de courbure n'est pas égal a zéro.

La trajectoire en mouvement rectiligne est une ligne droite.

15



Si la trajectoire du point est une droite (p = o), alors (a, = 0) et
l'accélération du point se réduit a I'accélération tangentielle:d =d, u a =

dv
dt

.

Comme dans ce cas la vitesse change seulement de grandeur, il en résulte
que I'accélération tangentielle caractérise la variation de la vitesse en valeur

numérique.

Mouvement uniforme

Un mouvement est uniforme si la valeur numérique de la vitesse reste

dv

toujours constante: v = const. Alors |a,| = = 0 et l'accélération du point

se réduit a l'accélération normale: d = d,,.

Dans ces conditions, le vecteur acceleration d est constamment dirigé

suivant la normale a la trajectoire du point.

Comme dans ce cas l'accélération provient seulement de la variation de la
direction de la vitesse, il s’ensuit que 1’accélération normale caractérise la

variation de la vitesse en direction.

Trouvons la loi du mouvement uniforme. Il résulte de la formule (2.9) que
ds/dt = v = const ou ds = vdt. Prenant les integrals des deux membres de

I’égalité on obtient la loi du mouvement uniforme:

s = vt + 5. (2.20)

Mouvement rectiligne uniforme

Dans ces cas a; = a,, = 0 et par suite, a = 0. La vitesse du point en tant

que vecteur est constant: U = const.

16



Mouvement uniformément varié
Mouvement accéléré ou retardé

1. Le type de mouvement peut étre déterminé par l'emplacement des
vecteurs de vitesse et d'accélération tangentielle (fig. 2.3). Si les deux vecteurs
sont dirigés dans le méme sens, alors le mouvement est accéléré, et s'il est

différent, alors retardé.

2. En mouvement accéléré, le produit des projections des vecteurs de
vitesse et d'accélération sur la tangente a la trajectoire sera positif (v,a; > 0) et

en mouvement retardé — négatif (v, a, < 0).

3. Le type de mouvement peut €tre déterminé par la formule:

(axi+ayj+azk)(vxl+vyj+v,k)  axvxtayvy+azv,

a,=d- e, = ” ”
(2.21)
Pour a, > 0 le mouvement est accéléré et pour a,, < 0 — retardé.
la,| = |a,| pour cette raison, on peut utiliser la formule pour définir le
module d'accélération tangentielle:
AxVyt+ayvy,+a,v
la,| = |/—2—— (2.22)

v

17



a, >0 a, >0
v, >0 i v, <0
nyY_ _________=§
a,v, >0 a av, <0
le mouvement accéléré le mouvement retardé

a, <0 a, <0
v, <0 v, >0
ay, >0 a,v, <0

le mouvement accéléré a, le mouvement retardé

Fig. 2.3

Mouvement uniformément varié

Par mouvement uniformément varié on entend un mouvement ou

I'accélération tangentielle a une valeur constante: a, = const.
I est le mouvement uniformément accéléré ou le mouvement
uniformément retardé.
<z . . .., adv
En intégrant deux fois I'égalité =, = Q¢ = const, nous obtenons des

expressions pour la vitesse et la loi du mouvement uniformément varié:

2

v=a;t+vy, S= af%+v0t+so. (2.23)
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3. Mouvement du corps solide

En cinématique, comme en statique, on considére tous les corps solides
comme étant absolument invariables, c’est-a-dire que on admet que la distance

entre deux points quelconques du corps reste constant durant tout le mouvement.

Les équations de mouvement d'un solide doivent permettre a tout moment
de déterminer la position et les caractéristiques cinématiques de n'importe quel

point de celui-ci.

Les mouvements les plus simples d'un solide sont les mouvements de

translation et de rotation.

3.1 Mouvement de translation

On entend par mouvement de translation du corps solide un mouvement
pendant lequel chaque droite appurtenant au corps se déplace tout en restant

parallele a ell-méme.

fig. 3.1

19



Théoréme

Pendant le mouvement de translation tous les points du corps décrivent des
trajectoires €gales (superposables) et a chaque instant ils possedent des vitesses

et des accélérations €gales en module et en direction.

Preuve du théoreme

Soit un corps solide qui effectue un mouvement de translation par rapport
au systeme d’axes Oxyz. Prenons deux points du corps arbitraries A et B, dont
les positions sont déterminées par les rayons vecteurs 74 et 7. Tracons le

vecteur 7g,, joignant ces points.

En mouvement de translation, le vecteur 755 ne change pas de direction et
ne change pas de longueur (le corps est absolument solide), c'est-a-dire 7’5, =

_—

const.

Il s’ensuit que la trajectoire du point B se déduit de la trajectoire du point A
par un déplacement parallele de tous ses points d’une grandeur égale au vecteur
constant 754. Par conséquent, les trajectoires des points A et B seront en effet

¢gales.

- -

Comme il est facile de le voir (fig.3/1): Tg = T4 + T34.

Pour trouver les vitesses des points A et B, dérivons les deux membres de

I’égalité par rapport au temps: 75 = 74 + 4.
: : S 5 -
Comme g = Vp 4= Uy Tga = 0.

Il en résulte que: Vg = Uy.

20



C’est-a-dire que les vitesses des points A et B du corps sont a tout instant

¢gales en module et en direction.

Apres avoir pris les dérivées par rapport au temps des deux membres de

I’égalité obtenue, on trouve: dg = dy.

Les accélérations des points A et B du corps sont aussi a tout instant égales

en module et en direction.

Le théoréme est donc démontré.

Conclusion

Le mouvement de translation du corps est completement défini par le
mouvement d’un de ses points (par exemple, le centre de gravité€). La vitesse et
I’accélération communes a tous les points du corps est appelées vitesse du corps

et accélération du corps.

Remarquons que les notions de vitesse et d’’accélération du corps n’ont de
sens que pour le mouvement de translation seulement. Dans tous les autres cas
les points du corps se déplacent avec des vitesses et des accélérations

différentes.

3.2 Mouvement de rotation

On appelle mouvement de rotation du corps solide un mouvement dans
lequel deux points quelconques du corps (ou qui lui sont li€s invariablement)
restent fixes. La droite passant par les points immobiles est appelée axe de

rotation.
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Les points du corps, ne se trouvant pas sur l'axe, décrivent des

circonférences dans des plans perpendiculaires a 1’axe de rotation.

On dessine a travers l'axe de rotation un plan qui, au moment initial, occupe
la position II. Dans le processus de rotation, ce plan (fig. 3.2) tournera d'un

angle ¢ (I’angle de rotation du corps) qui varie avec le temps:

® = @(t) (3.1)

L’équation (2.1) exprime la loi du mouvement de rotation du corps

solide.

Le signe de l'angle ¢ est défini par la regle de la vis droite.

L’angle est toujours mesuré en radians [¢] = rad.

La vitesse angulaire w et I’accélération angulaire € sont les caractéristiques

cinématiques essentielles du mouvement de rotation du corps solide.

9

Fig. 3.2 Fig. 3.3
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La vitesse angulaire du corps est égale numériquement a la dérivée

premicre de I’angle de rotation par rapport au temps:

W= ¢ (3.2)

. . . . rad 1 —
Dimension de la vitesse angulaire [w] = — ==5s L

Lorsque w > 0 I'angle de rotation ¢ augmente et lorsque w < 0 diminue.

L’accélération angulaire du corps est égale numériquement a la dérivée
premicre de la vitesse angulaire ou a la dérivée seconde de I’angle de rotation du

corps par rapport au temps:

E=m=¢ (3.3)

rad 1 -2

Dimension de 1’accélération angulaire [¢] = = =z=S

Si le module de la vitesse angulaire s’accroit avec le temps, la rotation du

corps est appelée accélérée et s’il décroit, elle est retardée (fig. 3.3).

Il est facile de voir que la rotation sera accélérée quand les valeurs w et €
ont le méme signe (w:€ > 0), et elle sera retardée, quand les signes sont

différents (w - € < 0).

La vitesse angulaire et I'accélération angulaire caractérisent la rotation du
corps comme un tout. Les vitesses et les accélérations des points individuels du

corps seront différentes.
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3.3 Rotation uniforme et uniformément variée

La rotation du corps est appelée uniforme quand la vitesse angulaire est

constante: w, = const. Ainsi &, = w, = 0.

En rotation uniforme do/dt = w = const ou d¢ = wdt. Prenant les
integrals des deux membres de 1’égalité on obtient la loi de la rotation uniforme:
@ = wt + Q.

La rotation est appelée uniformément variée quand 1’accélération
angulaire du corps reste constant durant tuot le mouvement: ¢, = const. Elle

est la rotation uniformément accélérée ou la rotation uniformément retardée.

<z . . .., dw
En intégrant deux fois 1'égalité —; = € = const, nous obtenons des

expressions pour la vitesse et la loi de la rotation uniformément variée:

w = &t + wy;

et?

¢:T+w0t+(p0,

ol @, et wy — valeurs initiales de l'angle de rotation et de la vitesse

angulaire.
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3.4 La vitesse du point d’un corps en rotation

On examine un point M du corps solide qui se trouve a la distance R de

I’axe de rotation z (fig. 3.4).

Fig. 3.4

Pendant la rotation du corps le point M décrit une circonférence de rayon R,
dont le plan est perpendiculaire a 1’axe de rotation et le centre est sur 1’axe lui-
méme (fig. 3.5).

—————
.
ey
-




En regardant vers 'axe de rotation, nous montrons la trajectoire du point M.

Pour le début du compte de la coordonnée curviligne S, nous prenons le

point O.

Le corps est tourné a 1'angle ¢, ainsi le point se déplace a la distance S.

De la géométrie, la relation entre 1'angle et la longueur de 1'arc est connue:

s = @R

En prenant le dérivé par rapport au temps, nous trouvons la vitesse du

point:

v=§=¢gR =wR 3.4)

Le vitesse v est appelée vecteur vitesse linéaire.

Ainsi, la valeur numérique de la vitesse linéaire d’un point d’un corps
solide en rotation est €gale au produit de la vitesse angulaire du corps par la

distance de ce point a I’axe de rotation.

Le vecteur vitesse lin€aire est dirigé suivant la perpendiculaire au segment

reliant I'axe de rotation au point M.
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3.5 L’accélération du point d’un corps en rotation

De la cinématique des points, on sait que l'accélération complete est la

somme vectorielle des accélérations tangentielles et normales (fig. 3.4):

i=d, +ad,

Trouver la valeur de 'accélération tangentielle en rotation:
a —v—i(wR)—eR
T — - dt - ’
au final:

a, = €R. (3.5)

L'accélération normale est déterminée par la formule:

v?  w?R?

d'ou

a, = w’R. (3.6)

L'accélération tangentielle a, est portée par la tangent a la trajectoire (et est
dirigée dans le sens du mouvement quand la rotation est accélérée, et dans le
sens oppose quand la rotation est retardée); l'accélération normale a, est

toujours portée par le rayon R et dirigée vers I’axe de rotation (fig.3.6).
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Fig. 3.6

3.6 Transformation du mouvement de rotation

Dans les éléments en mouvement des machines, il y a souvent des

transformations de mouvements:

. conversion d'un mouvement de rotation en un autre,
. conversion d'un mouvement de rotation en mouvement de
translation

(et vice versa).

Les types de transformations sont illustrés dans la figure 3.8.
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Les connexions entre les vitesses de deux mouvements différents sont

appelées liaisons cinématiques.

Ils sont €tablis a partir de la condition de I'absence de glissement entre les

corps en interaction, c'est-a-dire de la condition de 1'égalité des vitesses de deux

corps au point de contact.

Donc pour fig. 3.8 (a, b):

wlRl =V = (Usz

w2 Ry

2=t (3.7)

Les vitesses angulaires sont inversement proportionnelles aux rayons

correspondants.
Pour la transmission illustrée a la fig. 3.8, ¢ rapport:

v = wR.
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3.7 Analogies mécaniques

On peut remarquer que les formules des mouvements de translation et de
rotation coincident, ne différant que par l'ensemble des caracteres qui les

composent.

Par exemple, lorsque vous remplacez les caractéristiques cinématiques du
mouvement de translation par les caractéristiques cinématiques du mouvement
de rotation, les équations du mouvement de translation sont automatiquement

converties en formules de mouvement de rotation.
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Tableau des analogies mécaniques

Mouvement de translation
Mouvement de rotation
(mouvement de point matériel)
La loi du mouvement de translation La loi du mouvement de rotation
s =s(t) ® = @(t)
La vitesse La vitesse angulaire
v =|$| w = @]
L'accélération tangentielle L’accélération angulaire
a; = |§| e =gl
Le mouvement uniforme La rotation uniforme
v = const, w = const,
s =vt+5s @ = wt+ @g
Le mouvement uniformément varié La rotation uniformément variée
a, = const, € = const,
v =a;t+ v, w = &t + wy,
a,t? ct?
s== + vot + s, (P=T+wot+¢0
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4. Mouvement plan du corps solide

4.1 Equations du mouvement plan

On entend par mouvement plan du corps solide pendant lequel tous ses

points se déplacent parallelement a un plan fixe.

Un solide effectue un mouvement plan par rapport a un plan fixe Oxy
(fig.4.1). Nous sélectionnons deux sections dans le corps: la section S dans le
plan Oxy et la section S’ dans le plan O’x’y’. Une proite relie les points M et M’,

qui appartiennent respectivement aux sections S et S'.

Dans le processus de mouvement, le point M ne sortira pas du plan Oxy, et
le point M’ sortira du plan O’x’y’. La droite MM’ sera parallele a I'axe z tout le

temps et son mouvement est donc de translation.

A
Z
y'
o' >
x’
0 >y
X

Fig. 4.1
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Au cours du mouvement plan, tous les points du corps situés sur une droite
MM’ perpendiculaire aux plans Oxy et O’x’y’ se déplacent de facon identique.
C’est pourquoi, pour I’étude du mouvement de cette droite MM’, il suffit

d’étudier le mouvement d’un point M. Alors pour 1’étude du mouvement d’un

corps, 1l suffit d’étudier le mouvement de la section S.

On considere le mouvement d'une figure plate (fig. 4.2). On choisit un
systeme de coordonnées fixe Oxy. On choisit le point C sur la figure plate, que
on appelle le pdle. On passe a travers le point C un systeme de coordonnées qui
se déplacera avec le corps. La position du point C a tout moment est déterminée
par les coordonnées du pdle. En méme temps le corps peut tourner autour du

pole C. La valeur de cette rotation détermine l'angle ¢.
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Les coordonnées du pole et I'angle de rotation lors de la conduite changent,

c'est-a-dire dépendent du temps.

xc = xc(t)
ye = yc(t) 4.1)
@ = ()

Les équations sont appelées équations du mouvement plan du corps

solide.

A partir de ces équations, on peut trouver les caractéristiques cinématiques

essentielles du mouvement plan:

e lavitesse U, etl’accélération d. du poOle,

 lavitesse angulaire @ et I’accélération angulaire £ du corps.

Il en découle que le mouvement plan du corps solide est composé d’un
mouvement de translation dans lequel tous les points se déplacent de la méme

facon que le pole, et d’'un mouvement de rotation autour de ce pole.

Il faut remarquer que:

* le mouvement plat peut étre représenté comme une collection de
deux mouvements: de translation et de rotation,

* l'angle de rotation (¢) et les caractéristiques cinématiques de la
partie de rotation (w et £€) ne dépendent pas du choix du pole,

* les coordonnées du pole ( x;, yc ) et les caractéristiques
cinématiques du mouvement de translation (¥, et d.) dépendent du choix

du pole.
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Les équations 4.1 permettent de trouver la vitesse et 1'accélération du pole
(Vo et d). Pour trouver la vitesse et 1'accélération des autres points du corps, il
faut utiliser les théoremes sur addition des vitesses et des accélérations en

mouvement plan.

4.2 Théoreme sur addition des vitesses en mouvement plan

Théoréme

La vitesse de chaque point M du corps est la somme géométrique de la
vitesse d’un point, pris comme pdle, et de la vitesse du point M lors de sa

rotation avec le corps autour du pdle:

Preuve du théoreme

On choisit sur une figure plate deux points C et M. Le point C est le pdle
(fig. 4.3). La position de tout point M est déterminée dans le systeme d’axes Oxy

par le rayon vecteur 7y, = ¢ + Tyc-

3l

~

Mmc

™

Fig. 4.3
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ﬁM == FM == FC + FMC’
oll Uy = 7y — la vitesse du point M,
Ve = 7 - la vitesse du point C,

Uye = ?MC - la vitesse du point M, quand 1y, = const, c¢’est-a-dire quand
le point A tourne autour du pole C.
Alors
ﬁM = ﬁC + ﬁMC

Le théoreme est démontré.

La direction et le module du vecteur ¥y, = Ty sont déterminés par les

regles adoptées pour le mouvement de rotation:

ela vitesse est perpendiculaire au segment MC et orientée vers la
rotation,

*le module de vitesse est égal: vy, = w Tyc.

On trouve le module et la direction de la vitesse U,, en construisant le

parallélogramme correspondant (fig. 4.4).
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Fig. 4.4 Fig. 4.5

Corollaire du théoreme

Les projections des vitesses de deux points du corps solide sur la droite

joignant ces points sont égales entre ells.

Sioent deux points quelconques A et B du corps. Prenant le point A pour le

pOle, on obtient que Vg = U, + Vg, (fig. 4.5).

Prijetant les deux membres de 1’égalité sur la droite /, compte tenu de ce
que le vecteur Ug, est perpendiculaire a [ (la projection de la vitesse par axe est

nulle), on trouve que

[17B]l = [‘7A]l- (4.3)
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4.3 Centre instantané des vitesses

Par centre instantané des vitesses on entend le point du corps, dont la

vitesse a I’instant donné est égale a zé€ro: vp = 0.

Montrer qu'un tel point existe toujours.

Fig. 4.6

Un corps (fig. 4.6) tourne a la vitesse angulaire w.

On considere un point arbitraire A, dont la vitesse dans un moment donné

est 4. On tourne la vitesse de 90 degrés sur la vitesse angulaire. Dans cette

direction, on met de coté le segment |AP| = %A.

Le point obtenu P a une vitesse nulle.
On choisit le point A pour le pdle.

Alors Up = Uy + Upy.
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La vitesse Up, est perpendiculaire au segment PA et est dirigée vers

l'opposé de la vitesse v,. Les modules de vitesse Up, €t U4 sont égaux (vp, =
w|PA| = w% = v,). De 14, il est clair que ¥, + Bp, = 0, et le point P est le

centre instantané des vitesses.

Nota bene

1. La position du centre instantané des vitesses sur la figure en mouvement
n'est pas la méme, dans le processus de mouvement, sa position change
constamment.

2. Le centre instantané des vitesses peut étre a I'extérieur du corps.

3. Si la vitesse angulaire du corps est actuellement nulle, le centre instantané
des vitesses est situé a l'infini. Dans ce cas, les vitesses de tous les points du
corps sont les mémes. Le mouvement d'un corps a un moment donné est appelé
un mouvement de translation instantané, contrairement au mouvement de

translation dans lequel w = 0 a un moment donné.

Choisissez le centre instantané des vitesses comme pdle. Alors la vitesse

d'un point M arbitraire est: Uy = Up + Uyp = Upp-

Conclusion

La vitesse de tout point du corps est égale a sa vitesse de rotation

autour du centre instantané des vitesses.

Donc, la vitesse ¥, est perpendiculaire au segment PM dans le sens de

rotation et son module est égal vy, = w * PM (fig. 4.7).
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Ve _ Vg _ Ve _Vy _ Vg

PA_ PB_ PC PD PE

Fig. 4.7

4.4 Trouver le centre instantané des vitesses

Les moyens de trouver le centre instantané des vitesses.

1. On connait la vitesse angulaire w et la vitesse de n'importe quel
point ¥, du corps (fig. 4.8,a).
Pour déterminer le centre instantané des vitesses, il faut:
* Tourner le vecteur de vitesse de 90 degrés dans le sens de rotation
du corps.
* Dans cette direction, mettre de coté le segment AP = %A et

obtenir la position du point P, qui est le centre instantané des

vitesses.
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2. Les directions des vitesses de deux points ¥, et Ug d'une figure
plane sont connues et ces vitesses ne sont pas paralleles les unes aux autres (fig.
4.8, b). Pour déterminer le centre instantané des vitesses, il faut:

Tracer les perpendiculaires a la direction des vitesses a partir des points A
et B jusqu'au point de leur intersection P, qui est le point du centre instantané

des vitesses.

v v
Encela 4 = =2 =
|AP|  |BP|
3. Les vitesses de deux points ¥, u Vg d'une figure plane sont

paralleles les uns aux autres et perpendiculaires au segment AB.
Le centre instantané des vitesses provient de la condition que les modules

de vitesse des points A et B sont proportionnels aux distances de ces points a lui:

Vgag _ VB __
|AP| ~ |BP|

Deux options sont possibles:
* le centre instantané des vitesses est situé€ entre les points A et B
lorsque les vitesses sont dirigées dans des directions différentes
(fig.4.8, ¢);
* le centre instantané des vitesses est en dehors du segment AB

lorsque les vitesses ne sont pas égales et sont dirigées dans un sens

(fig. 4.8, d).

4. Les vitesses de deux points d'une figure plane U, et vg sont
modulo égales et paralleles les unes aux autres (fig. 4.8, e, f).
Le centre instantané des vitesses est situ€ a 1'infini et les vitesses de tous les

points sont paralleles. Les modules de vitesse de tous les points du corps sont les
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mémes. Le mouvement du corps est le mouvement de translation instantané w =

0.

Fig. 4.8

5. Si le mouvement plan est réalis€ par voie de roulement sans
glissement d’un corps cylindrique sur la surface d’un autre, immobile, le point
de contact P (fig. 4.9) possedé a I'instant considéré une vitesse nulle et, par
consequent, est le centre instantané des vitesses (vp = 0, car en I’absence de
glissement les points de contact des deux corps doivent avoir des vitesses €gales

et le deuxieme corps est immobile).
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Z

Fig. 4.9

4.5 Théoreme sur addition des accélérations en mouvement plan

Théoréme

L'accélération de n’importe quell point M du corps, au point de vue
géométrique, se compose de 1'accélération d’un autre point, pris pour podle, et de

'accélération du point M dans sa rotation avec le corps autour de ce pole:

Preuve du théoreme

Par le théoreme sur addition des vitesses en mouvement plan, on a:
By = Bp + Dugp.

Différencier cette égalité dans le temps. On regoit:
7_')>M = IL)}C + 7_.)>MC:
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oll Uy, — I’accélération du point M, U — ’accélération du point C,

3MC — I’accélération du point M dans sa rotation autour du point C

(autour du pole).

Le théoreme est démontré.

Fig. 4.10

L'accélération d,, est déterminée par les reégles du mouvement de rotation,

c'est-a-dire égale a la somme des accélérations tangentielles et normales (fig.

4.10):

- _ =T >N
Ayc = Ay + Apyc-

Alors l'accélération totale du point M est égale:
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5. Mouvement composé du point

5.1 Mouvements relatif, d’entrainement et absolu

Un mouvement composé du point est appelé un tel mouvement de point,

qui est considéré simultanément dans deux systemes de référence.

Un exemple est le mouvement d'une personne a l'intérieur d'un wagon en
mouvement, tandis que le wagon passe devant une plate-forme fixe. Le
mouvement de I'homme peut €tre vu dans le systeme de coordonnées associé au

wagon ou dans le systeme de coordonnées associ€ a la plate-forme (c'est-a-dire

au Sol).

On examine le mouvement du point simultanément par raport a deux
systemes de référence, dont 1’'un est considéré conventionnellement comme fixe
(systeme de référence fixe) (le systeme O;x,y; de la fig. 5.1), tandis que 1’autre
se déplace de fagon déterminée par rapport au premier (systéme de référence

mobile) (le systeme Oxy de la fig. 5.1).

y
Y
le wagon
-~ e 'homme
wo -
[0 “Oo- d X
la plate-forme
G N
Fig. 5.1
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Dans de tels cas, on peut distinguer trois types de mouvement: relatif,

d’entrainement et absolu.

1. Le mouvement du point par rapport au systeme de référence fixe (le
systeme O;x,y;) est appelé le mouvement absolu ou composé (le mouvement

de I'homme par rapport a la plate-forme).

Les caractéristiques du mouvement absolu sont la vitesse absolue 7, et
I'accélération absolue d,, c'est-a-dire la vitesse et 1'accélération d'un point par
rapport a un systeme de coordonnées fixe (par rapport a la plate-forme). Ils sont

indiqués par l'indice «a».

2. Le mouvement du point par rapport aux axes de coordonnées mobiles (le
systeme de référence Oxy) est appelé le mouvement relatif (le mouvement de

I'homme par rapport au wagon).

Les caractéristiques du mouvement absolu sont la vitesse relative 7, et
I'accélération relative a,., c'est-a-dire la vitesse et 1'accélération d'un point par
rapport a un systeme de coordonnées mobile (par rapport au wagon). Ils sont

indiqués par l'indice «r».

3. Le mouvement du systeme de coordonnées mobile (le systeme Oxy) par
rapport au systeme fixe (le systeme O;x,y;) est le mouvement d’entrainement
pour le point (le mouvement du wagon par rapport a la plate-forme). Dans un

systeme de coordonnées mobile, la position du point M change tout le temps.

La vitesse d’entrainement v, et I'accélération d’entrainement a, sont la
vitesse et l'accélération du point du systeme de coordonnées mobile avec lequel

le point mobile coincide actuellement. Ils sont indiqués par l'indice «e».
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Exemple

La grue a tour transporte la charge P (fig. 5.2, a). Elle tourne autour de son
axe (l'angle ¢ varie) et le chariot de la grue se déplace le long de sa fleche (la

distance R varie). La hauteur de la charge P reste constante.

La hauteur de la charge ne change pas et, par conséquent, la charge P se

déplace dans le plan horizontal (fig. 5.2, b) situé€ a une hauteur de H.

@ & RO

(D
|

—_
| T
|
|
|
i #(1)
| P
T 87
! R(r) le plan
: > H horizontal
|
|
8 / B—

Fig. 5.2

Le systeme de coordonnées associé a la Sol est absolu et que le systeme de
référence associé a la grue est relatif. Ensuite, le mouvement de la charge par
rapport a la grue est un mouvement Relatif, le mouvement de la cargaison par
rapport au Sol est un mouvement absolu et le mouvement d’entrainement est la

rotation de la grue.

La vitesse relative de la charge ¥, est dirigée dans le rayon de l'axe de la

grue.
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La vitesse d’entrainement est la vitesse que le point ou se trouve la charge a
a la suite de la rotation de la grue. Elle est dirigée dans le sens de rotation de la

grue perpendiculairement au segment OP.

La tache principale est de trouver les caractéristiques cinématiques du
mouvement absolu a partir des caractéristiques connues des mouvements relatifs

et d’entrainement.

5.2 Composition des vitesses

Théoreme sur la composition des vitesses

La vitesse absolue du point est égale a la somme géométrique de la vitesse

relative et de la vitesse d’entrainement.

Preuve du théoreme
Le systeme de référence Oxyz — est le systeme de référence mobile avec
les ortheéses 7, J, E, dans lequel le point mobile M est spécifi€ par le vecteur rayon

e ,
7 et a les coordonnées x, y, z.

Le systeme de référence 0,x,y,21 — est le systeme de référence fixe, dans

lequel la position des points M et O est déterminée par les vecteurs p et p.

- -

I est clair que §=p,+xi+y/+zk , puisque =g, +7 et

? = xT+ yj + zk.
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P,
> X
Y, Oxyz — le systeme de référence mobile;

O,

X1
Ox;y12;— le systeme de référence fixe.

Fig. 5.3

La vitesse relative v, (vitesse du point par rapport au systeme de

coordonnées mobile) est obtenu a la différenciation dans le temps du vecteur 7

dans I'hypothése que les vecteurs unitaires 1, ], k stationnaires (1, ],k = const),

et les coordonnées x, y, z changent:

N S . > . > .7

Uy = T|i=const = XL+ V] + Zk. (a)
j=const
k=const

La vitesse d’entrainement v, (vitesse qu'un point acquiert a la suite du
mouvement d'un systtme de coordonnées mobile par rapport a un systeme de
coordonnées fixe) est obtenu a la différenciation dans le temps du vecteur p. Le
changement des coordonnées du point ne se produit que par le changement du

vecteur P, ainsi que par la rotation des les vecteurs unitaires du systeme de

coordonnées mobile 7,7, k, et les coordonnées du point M dans le systéme de
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coordonnées mobile x,y,z ne changent pas (le point se déplace avec le

systeme):

Vp = ,5 x=const = ,[;))0 + XU+ yf+ zk. (b)
y=const
z=const

La vitesse absolue ¥, (vitesse du point par rapport au systtme de
coordonnées fixe) est définie comme la dérivée temporelle du rayon vecteur g,
au cours de laquelle il est pris en compte que tous les éléments de 1'expression

sont des variables:

By =P =Po + X0+ y] + 2k + xT + yj + zk. (©)

En comparant les formules (a), (b) et (c), on vue que 1'égalité est juste:

- -

Uy = Uy + V. (5.1)

Le théoreme est démontré.

Nota bene
Le point décrit des trajectoires différentes dans les mouvements relatifs,
d’entrainement et absolus et les vitesses correspondantes sont toujours dirigées

tangentes a ces trajectoires.
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Fig. 5.4

Ainsi, dans l'exemple d'une grue, la trajectoire du mouvement relatif de la
charge est une ligne droite (fig. 5.4, a), la trajectoire de la charge dans le
mouvement d’entrainement est un cercle (fig. 5.4, b), et la trajectoire du

mouvement absolu est une spirale en expansion (fig. 5.4,c).
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5.3 Composition des accélérations. Théoreme de Coriolis

On considere comment les points d'accélération sont définis dans un

mouvement composé.
L'accélération relative d, (accélération du point par rapport au systeme de

coordonnées mobile) est obtenue par différenciation dans le temps du vecteur de

vitesse relative ..
On suppose que les vecteurs unitaires 7,7, k sont stationnaires (1,],k =
const), et les coordonnées x, y, z changent:
> — e o> ..ié
Ay = Vr|i=const = XL+ Y] + ZK. (a)
j=const
E:CO‘nSt

L'accélération d’entrainement d, (1'accélération que le point acquiert a la

suite du mouvement du systeme de coordonnées mobile par rapport au systeme

fixe) est obtenue par différenciation temporelle du vecteur v,.
Dans ce cas, il est pris en compte que dans le mouvement d’entrailnement,

le changement des coordonnées du point ne se produit que par le changement du

vecteur Py, ainsi que par la rotation des vecteurs unitaires du systéme de

coordonnées mobile 7, ], k.
Les coordonnées du point M dans le systeme de coordonnées mobile x, y, z

ne changent pas (le point se déplace avec le systeme):
ae = U—'e)|x=const = 50 +Xi>+y]_>+ zk. (b)
y=const
z=const
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L'accélération absolue d, (1I’accélération du point par rapport au systéme de
coordonnées fixe) est définie comme la dérivée temporelle du vecteur de vitesse

absolue 7.

Il est pris en compte que tous ceux qui entrent dans l'expression de la

valeur sont des variables :

-

G, =Ty = Po + XL+ J] + 2k + 2(x?+yf+ z‘E) +xi+y] +zk. (c)

En comparant les formules (a), (b) et (c), on vue que l'expression pour
'accélération absolue, a I'exception des accélérations d’entrainement et relatives,
comprend un autre groupe de termes, qui est une accélération appelée une

accélération Coriolis :
ooy = 2 (x?+ Vi + z’iE).

Ainsi, le théoreme suivant est juste:

Théoréme

L'accélération absolue du point est égale a la somme de trois accélérations:
I'accélération relative, caractérisant la variation de la vitesse relative dans le
mouvement relatif, 1'accélération d’entrainement, caractérisant la variation de la
vitesse d’entrainement dans le mouvement d’entrainement, et 1'accélération
Coriolis, qui caractérise les variations de la vitesse relative dans le mouvement

d’entrainement et de la vitesse d’entrainement dans le mouvement reletif:

g = d, + d, + dgor. (5.2)
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5.4 Calcul de ’accélération de Coriolis

L'accélération de Coriolis peut étre calculée plus simplement en utilisant
des formules Poisson. Elles montrent comment les vecteurs unitaires du systeme
de coordonnées (ortes) changent, tandis que le systeme de coordonnées lui-

méme tourne par rapport a un certain axe «u» (fig. 5.5).

Les formules de Poisson ont la forme suivante:

IT=wXT1
j=axj
k=wXk

Fig. 5.5

Si I'on considere que la vitesse angulaire des vecteurs unitaires est en fait la

vitesse angulaire du mouvement d’entrainement, on peut écrire:
Goor = 2 (1 + J + 2k) = 285, x (X T+y ]+ ZK).
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Puisque %7 + y] + zk = ¥, — est la vitesse relative, alors :

Aeor = 20, X .. (5.3)

Ainsi, l'accélération Coriolis du point est €gale au double produit vectoriel
de la vitesse angulaire du mouvement d’entrainement par la vitesse relative du

point. Le module d'accélération Coriolis est é€gal a:

Acor = 2 We Vy Sin(ae; 1})r) (5.4)

Le formule (5.4) montre que 1'accélération Coriolis peut s’annuler dans les

cas suivants:

- quand le mouvement d’entrainement est un mouvement de translation (la

vitesse angulaire de rotation d’entrainement est nulle @, = 0);

- quand le mouvement relatif est inexistant (la vitesse relative est nulle
1_jr = 0);

- quand le mouvement relatif s’effectue dans la direction parallele a 1’axe

de rotation d’entrainement (quand les vecteurs @, et ¥, sont paralleles les uns

aux autres, sin(w,, 7,.) = 0).

La direction de l'accélération Coriolis est déterminée par la regle de

Joukovski.
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Régle de Joukovski
Pour obtenir la direction de 1'accélération Coriolis, il faut:

projeter le vecteur de vitesse relative sur un plan perpendiculaire a 1'axe de

rotation d’entralnement;

tourner la projection résultante de 90° dans le sens de la rotation.

5.5 Accélération Coriolis lors du mouvement des corps

sur la surface de la terre

Tout corps se déplacant par rapport a la surface de la Terre recoit

I'accélération Coriolis.

Le module de vitesse angulaire de la Terre est tres petit, donc le résultat de
cette accélération peut €tre observé soit a des vitesses de mouvement tres
élevées (mouvement des balles, des projectiles, des missiles), soit a une action

prolongée des forces (mouvement des rivieres, des trains).

Le vecteur de vitesse angulaire de la Terre est dirigé du pole Sud au péle
Nord. Il est facile de déterminer la direction de l'accélération Coriolis en

fonction de la direction du mouvement du corps, étant donné que:

Gogp = 28, X .

Lorsque le corps se déplace vers le Nord, 1'accélération Coriolis est dirigée

vers l'ouest.

Lorsque le corps se déplace vers le Sud, 1'accélération Coriolis est dirigée

vers l'est.
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Lorsque le corps se déplace vers I'Est, I'accélération Coriolis est dirigée par

rapport a I'axe de la Terre.

Lorsque le corps se déplace vers 1'Ouest, 1'accélération Coriolis est dirigée

vers l'axe de la Terre.

Pour résumer, on peut dire que dans I'hémisphere Nord, 1'accélération

Coriolis est dirigée vers la gauche en mouvement.
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Exemples d'action de 'accélération Coriolis dans I'hémisphere Nord:

. déviation du Gulf Stream et d'autres courants;
. déviation de flux d'air;

. rotation des cyclones dans le sens antihoraire;
. les rivieres érodent la rive droite;

e lerail droit sur les chemins de fer s'use plus rapidement.

Dans 1'hémisphere Sud, 1'accélération Coriolis a une direction inverse, de

sorte que ces effets se manifestent en miroir par rapport a I'hémisphere Nord.
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