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1. Определители и матрицы 
 
1.1. Вычисление определителей 

Определитель второго порядка 

21122211
2221

1211 aaaa
aa
aa

 . 

Метод треугольников для определителя третьего порядка 

112332331221132231133221312312332211

333231

232221

131211

aaaaaaaaaaaaaaaaaa
aaa
aaa
aaa

 . 

Минором элемента aij называется определитель Mij, полученный из 
данного определителя путем вычеркивания элементов i-й строки и j-го  
столбца. 

Алгебраическим дополнением элемента aij называется минор ijM  со 

знаком ji )1( j: ij
ji

ij MA  )1( . 
Разложение определителя по строке 

3231

2221
13

3331

2321
12

3332

2322
11131312121111

333231

232221

131211

aa
aa

a
aa
aa

a
aa
aa

aAaAaAa
aaa
aaa
aaa

 . 

Разложение определителя по столбцу 

2322

1312
31

3332

1312
21

3332

2322
11313121211111

333231

232221

131211

aa
aa

a
aa
aa

a
aa
aa

aAaAaAa
aaa
aaa
aaa

 . 

 
1.2. Действия с матрицами 

Сложение и вычитание матриц, умножение матрицы на число 






























22222121

12121111

2221

1211

2221

1211

baba
baba

bb
bb

aa
aa

,           

















2221

1211

2221

1211

aa
aa

aa
aa

λλ
λλ

λ . 

Умножение матриц (правило "строчка на столбец"): AmkBkn=Cmn 





























232213212222122121221121

231213112212121121121111

232221

131211

2221

1211

babababababa
babababababa

bbb
bbb

aa
aa

. 

 
Обратная матрица 
Квадратная матрица называется невырожденной, если ее определи-

тель не равен нулю. Для квадратной невырожденной матрицы A существу-
ет обратная матрица A–1 такая, что EAA  1   (единичная матрица). 
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Вычисление обратной матрицы 
1) Матрица 22 

0,
2221

1211

2221

1211 









aa
aa

aa
aa

A ,  
.)1(,)1(

,)1(,)1(

1111
22

221212
12

21

2121
21

122222
11

11

aaAaaA

aaAaaA








 

Матрица, составленная из алгебраических дополнений 









2221

1211

AA
AA

A . 

Союзная или присоединенная матрица получается из матрицы A* 

транспонированием   









2212

2111T*~
AA
AA

AA ,  

Обратная матрица 
























2212

2111
1 ~1

AA

AA
AA .    

 
2) Матрица 33 

0,

333231

232221

131211

333231

232221

131211



















aaa
aaa
aaa

aaa
aaa
aaa

A ,  

,)1(,)1(,)1(
3231

222131
13

3331

232121
12

3332

232211
11 aa

aa
A

aa
aa

A
aa
aa

A    

,)1(,)1(,)1(
3231

121132
23

3331

131122
22

3332

131212
21 aa

aa
A

aa
aa

A
aa
aa

A    

.)1(,)1(,)1(
2221

121133
33

2321

131123
32

2322

131213
31 aa

aa
A

aa
aa

A
aa
aa

A    

Матрица, составленная из алгебраических дополнений 


















333231

232221

131211

AAA
AAA
AAA

A . 

Союзная или присоединенная матрица получается из матрицы A* 

транспонированием  

















332313

322212

312111
T*~

AAA
AAA
AAA

AA . 
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Обратная матрица .~1

332313

322212

312111

1
































AAA

AAA

AAA

AA  

 
1.3. Системы линейных уравнений 

Система n линейных уравнений  с n неизвестными 
 

Правило Крамера 

Для системы уравнений 







22221

11211 ,
byaxa
byaxa

 вычисляем определитель из 

коэффициентов при неизвестных: 
2221

1211

aa
aa

 .  

Если    0, система имеет единственное решение ,,








 yx yx   

где 
221

111

222

121 ,
ba
ba

ab
ab

yx  . 

Если   = 0, а  x  0 или  y  0, система не имеет решения. 
Если   = x = y = 0, система имеет бесконечно много решений. 

 
Матричный способ 








,
,

22221

11211

byaxa
byaxa

  ,,,
2

1

2221

1211




























b
b

B
y
x

X
aa
aa

A  решение BAX  1 . 

 
Система m линейных уравнений  с n неизвестными 
















mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa









2211

22222121

11212111

, 

A – матрица коэффициентов,  
A  – расширенная матрица (включает столбец свободных членов B).  
Число r называется рангом матрицы, если среди миноров порядка r 

этой матрицы есть хотя бы один, отличный от 0, а все миноры большего 
порядка равны 0. 

rA – ранг матрицы коэффициентов, 

Ar  – ранг расширенной матрицы. 
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Теорема Кронекера-Капелли: система совместна (имеет решение) то-
гда и только тогда, когда rA = Ar .  

В случае rA = 
Ar  = n  решение системы единственно. 

В случае rA = 
Ar     n  система имеет бесконечно много решений.  

В случае rA < 
Ar  система несовместна (не имеет решения).  

 
2. Векторная алгебра 

 
2.1. Деление отрезка в заданном отношении 

Точка C(x,y,z) делит отрезок AB (A(x1,y1,z1), B(x2,y2,z2)) в отношении , 

если  λ
CB
AC

. Тогда .
λ1
λ,

λ1
λ,

λ1
λ 212121













zzzyyyxxx  

При делении отрезка пополам =1,  .
2

,
2

,
2

212121 zzzyyyxxx 






  

 
2.2. Базис векторов 

Линейной комбинацией векторов nvvv ,,, 21   называется сумма этих 
векторов, взятых с некоторыми коэффициентами naaa ,,, 21  , т.е. вектор 

nnvavavaa  2211 . 
Векторы nvvv ,,, 21   называются линейно независимыми, если их ли-

нейная комбинация равна нулю только при 021  naaa  . Если век-
торы линейно зависимы, то хотя бы один из векторов выражается через ос-
тальные векторы в виде их линейной комбинации. 

Коллинеарные векторы линейно зависимы, компланарные векторы 
также линейно зависимы. 

Базис векторов: взятые в определенном порядке линейно независи-
мые векторы, через которые можно выразить любой вектор. Коэффициен-
ты линейной комбинации, выражающей данный вектор через базисные, на-
зываются координатами вектора в этом базисе. 

Базис на плоскости: любые два неколлинеарных вектора  21,ee , взятых 
в определенном порядке. Любой вектор выражается через базисные век-
торы: 2211 eaeaa  , где 21,aa  – координаты вектора a  в базисе 21,ee . 

Базис в пространстве: любые три некомпланарных вектора  321 ,, eee , 
взятых в определенном порядке. Любой вектор выражается через базисные 
векторы: 332211 eaeaeaa  , где 321 ,, aaa  – координаты вектора a  в 
базисе 321 ,, eee . 

 
2.3. Скалярное произведение векторов 
  cos baba ,   aпрbbпрaba ba  ,   aaa 2

,   aaa  . 



 7 

 
ba
ba



cos ,    
 

a
babпрa


 ,     
 

b
baaпрb


 . 

Если   111 ,, zyxa  ,  222 ,, zyxb  , то    212121 zzyyxxba  , 
2
1

2
1

2
1 zyxa  ,  2

2
2
2

2
2 zyxb  . 

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121cos
zyxzyx

zzyyxx




 , 

2
2

2
2

2
2

212121
2
1

2
1

2
1

212121 ,
zyx

zzyyxxaпр
zyx

zzyyxxbпр ba








 . 

Условие коллинеарности векторов 
2

1

2

1

2

1||
z
z

y
y

x
xba  .    

Условие ортогональности векторов a b     0ba   0212121  zzyyxx . 

Модуль и направление вектора  zyxa ,, ,   222 zyxa  , 
направляющие косинусы: 

,γcos,βcos,αcos
222222222 zyx

z

zyx

y

zyx

x










.1cosβcosαcos 222    

 
2.4. Векторное произведение векторов 

cba  ][   c a , c b , sin|][|  bacba ,  

тройка векторов cba ,, – правоориентированная (рис.2.1). 
][][ babb  . 

Вычисление векторного произведения: 

22

11

22

11

22

11

222

111][
yx
yx

k
zx
zx

j
zy
zy

i
zyx
zyx
kji

ba  , 

0][][][  kkjjii , 

kji  ][ ,  ikj  ][ ,  jik  ][ ,   kij  ][ ,   jki  ][ ,  ijk  ][ . 

Схематически: 








 


jikji   

Площадь треугольника  |][|
2
1 baS ABC  ,  

где ba,  – векторы сторон треугольника, выходящие из одной вершины.  

c  

b  

a  

Рис. 2.1 
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222

1112
1

zyx
zyx
kji

S ABC   (половина модуля вектора-определителя). 

 
2.5. Смешанное произведение векторов 

Смешанное произведение     cbacba  . 
Объем параллелепипеда, построенного на векторах cba ,, ,  равен мо-

дулю их смешанного произведения:   cbaV пар . 
Вычисление смешанного произведения: 

 
333

222

111

zyx
zyx
zyx

cba  , где  111 ,, zyxa  ,   222 ,, zyxb  ,   333 ,, zyxc  . 

Объем пирамиды    .
6
1

6
1

333

222

111

пир

zyx
zyx
zyx

cbaV   

Условие компланарности векторов   0cba . 

 
3. Аналитическая геометрия 

 
3.1. Прямая на плоскости 
l: 0 CByAx – общее уравнение прямой, 

},{ BAN   – нормальный вектор, N   l. 
A(x–x0)+B(y–y0)=0 – уравнение прямой, проходящей через точку M0(x0, y0). 

n
yy

m
xx

l 00:





 – каноническое уравнение прямой, 

},{ nmS   – направляющий вектор, lS || .  








ntyy
mtxx

0

0 ,
 – параметрические уравнения прямой (t – параметр). 

y–y0=k(x–x0) – уравнение прямой, проходящей через точку M0(x0, y0) с угло-
вым коэффициентом k.  

y =kx+b – уравнение прямой с угловым коэффициентом.   

1
b
y

a
x  – уравнение прямой в отрезках.   

12

1

12

1

yy
yy

xx
xx






  – уравнение прямой, проходящей через две точки. 
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0,0αsinαcos
22







BA

CByAxpyx  – нормальное уравнение прямой. 

Угол между прямыми: 

1) 
},,{,0:

},,{,0:

2222222

1111111

BANCyBxAl

BANCyBxAl




  

2
2

2
2

2
1

2
1

2121
21 ),cos(

BABA

BBAAll



 . 

Условия параллельности и перпендикулярности прямых 

2

1

2

1
2121 ||||

B
B

A
ANNll  ,          l1  l2   1N  2N     A1A2+B1B2=0. 

2) 

 

 ,,,:

,,,:

222
2

2

2

2
2

111
1

1

1

1
1

nmS
n

yy
m

xxl

nmS
n

yy
m

xxl













    
2
2

2
2

2
1

2
1

2121
21 ),cos(

nmnm

nnmmll



 . 

Условия параллельности и перпендикулярности прямых 

2

1

2

1
2121 ||||

n
n

m
mSSll  ,    l1  l2   1S  2S    m1m2+n1n2=0. 

3) 
,:

,:

222

111

bxkyl
bxkyl



                      
21

12
21 1
),(

kk
kkll




tg . 

Условия параллельности и перпендикулярности прямых 

2121 || kkll  ,    l1  l2   
1

2
1
k

k   . 

Расстояние от точки до прямой (рис. 3.1) 

l: ,0 CByAx  M1(x1,y1)  
22

11

BA

CByAxd



 . 

 
3.2. Плоскость 
P: 0 DCzByAx  – общее уравнение плоскости, 

},,{ CBAN   – нормальный вектор, N   P. 
 
A(x–x0)+B(y–y0) +C(z–z0)=0  – уравнение плоскости, проходящей через точку 

M0(x0, y0, z0). 

1
c
z

b
y

a
x  – уравнение плоскости в отрезках. 

0,0cosβcosαcos
222







CBA

DCzByAxpγzyx

  

– нормальное уравнение 
плоскости. 

d l 

M1 

Рис. 3.1 



 10 

0

131313

121212

111






zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx

  
Угол между плоскостями 

 
 ,,,,0:

,,,,0:

222222222

111111111

CBANDzCyBxAP

CBANDzCyBxAP




   

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121
21 ),cos(

CBACBA

CCBBAAPP



 . 

Условия параллельности и перпендикулярности плоскостей 

2

1

2

1

2

1
2121 ||||

C
C

B
B

A
ANNPP  ,    

P1  P2   1N  2N   A1A2+B1B2+C1C2=0. 
Расстояние от точки до плоскости (рис. 3.2) 

P: Ax+By+Cz+D=0,  M1(x1,y1,z1)  
222

111

CBA

DCzByAxd



 . 

 
3.3. Прямая в пространстве 

p
zz

n
yy

m
xxl 000:









},,{ pnmS   – направляющий вектор, lS || . 












ptzz
ntyy
mtxx

0

0

0

,
,
   – параметрические уравнения прямой (t – параметр). 








0
,0

2222

1111

DzCyBxA
DzCyBxA

 – общие уравнения прямой, 

lNNSCBANCBAN ||},,,{},,,{ 2122221111  . 

12

1

12

1

12

1

zz
zz

yy
yy

xx
xx












 

Угол между прямыми  
 

 ,,,:

,,,,:

2222
2

2

2

2

2

2
2

1111
1

1

1

1

1

1
1

pnmS
p

zz
n

yy
m

xxl

pnmS
p

zz
n

yy
m

xxl



















 

.),cos(
2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121
21

pnmpnm

ppnnmmll



  

Рис. 3.2 

P d 

M1 

– уравнение плоскости, проходящей   
через три данные точки. 

– канонические уравнения прямой, 
 

– уравнения прямой, проходящей  
через две данные точки. 
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Условия параллельности и перпендикулярности прямых 

2

1

2

1

2

1
2121 ||||

p
p

n
n

m
mSSll  ,    

l1  l2   1S   2S   m1m2+n1n2+p1p2=0. 

0

222

111

121212




pnm
pnm

zzyyxx
   

Угол между прямой и плоскостью 

,: 000

p
zz

n
yy

m
xxl 







 },,{ pnmS  , P: Ax+By+Cz+D =0, },,{ CBAN  , 

222222
),sin(

pnmCBA

CpBnAm
Pl




 ,  

Условия параллельности и перпендикулярности прямой и плоскости 
SPl ||  ,0 CpBnAmN  

 l  P   NS ||  
p
C

n
B

m
A

 . 

 
3.4. Кривые II порядка 
 

 
 

22
0

2
0 )()( Ryyxx   – окружность,  C(x0,y0) – центр, R – радиус. 

 
 

F1(c,0), F2(–c,0) – фокусы, 
22 bac  , 

1
a
c

ε  – эксцентриситет, 

ε
ax   – уравнения 

                директрис, 
r=ax – фокальные  

радиусы-векторы  
F1M и F2M. Рис. 3.3. 

F2(–c,0) F1(c,0) 
(–a,0) (a,0) 

(0, b) 

(0, –b) 

M(x,y) 

ε
ax  ε

ax   

x 

y 

r2 
r1 

12

2

2

2


b
y

a
x – эллипс (рис. 3.3) 

 

– условие расположения двух 
прямых в одной плоскости. 
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3.5. Преобразования координат 

F1(c,0), F2(–c,0) – фокусы, 
22 bac  , 

1
a
c

ε  – эксцентриситет, 

ε
ax   – уравнения директрис, 

x
a
by    – уравнения  асимптот, 

r=xa  – фокальные радиусы-
векторы правой ветви ги-
перболы (F1M и F2M), 

r=–xa – фокальные радиусы-
векторы левой ветви ги-
перболы. Рис. 3.4 

(0,b) 

(–a,0) x 

y 

(0,–b) 

F2(–c,0) F1(c,0) 

M(x,y) 

(a,0) 

ε
ax   

ε
ax   

r1 r2 

12

2

2

2


b
y

a
x

 – гипербола (рис. 3.4) 








bYy
aXx ,

 – параллельный перенос осей 

M(x,y) 
M(X,Y) 

Y 

X 

y 

x O1(a,b) 

O 
Рис. 3.6 

7







 0,

2
pF  – фокус, 1ε   – эксцентриситет, 

2
px   – уравнение директрисы, 

2
pxr   – фокальный радиус-вектор. 

)0,( 2
pF  2

px 

Рис. 3.5 

M(x,y) r 

x 

y 
pxy 22   – парабола (рис. 3.5) 
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3.6. Общее уравнение линии II порядка 
Ax2+2Bxy+Cy2+2Dx+2Ey+F=0 
AC–B2>0 – линия эллиптического типа, 
AC–B2<0 – линия гиперболического типа, 
AC–B2=0 – линия параболического типа. 
 
3.7. Поверхности II порядка 

 
 
 
 
 
 
 
 
 











cossin
,sincos

YXy
YXx

 –  поворот осей 

 

y 

x 
O 

Y 
X 

Рис. 3.7 

x 

y 

z 

2222 Rzyx  – 
сфера (рис. 3.8) 

Рис. 3.8 
Рис. 3.9 

x 

y 

z 

12

2

2

2

2

2


c
z

b
y

a
x

 –  

эллипсоид (рис. 3.9) 
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)0(2
22

 qpz
q
y

p
x

 – 

эллиптический параболоид 
(рис. 3.13 – p >0, q >0) 

Рис. 3.13 
x 

y 

z 

x 

y 

z 

Рис. 3.14 

)0(2
22

 qpz
q
y

p
x

 – 

гиперболический параболоид 
(рис. 3.14 – p >0, q >0) 

12

2

2

2

2

2


c
z

b
y

a
x

 – 

однополостный 
гиперболоид 

(рис. 3.10) 

x 

y 

z 

Рис. 3.10 

12

2

2

2

2

2


c
z

b
y

a
x

 – 

двуполостный  
 гиперболоид  

(рис. 3.11) 

Рис. 3.11 

x 

y 

z 

02

2

2

2

2

2


c
z

b
y

a
x  –– 

конус  
(рис. 3.12) 

 

z 

x 

y 

Рис.3.12 
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Цилиндрические поверхности 

0),( yxF  – образующие параллельны оси Oz , направляющая 







.0
,0),(

z
yxF

 

0),( zxF  – образующие параллельны оси Oy , направляющая 







.0
,0),(

y
zxF

 

0),( zyF  – образующие параллельны оси Ox , направляющая 







.0
,0),(

x
zyF

 

Цилиндры II порядка: 

 
4. Дифференциальное исчисление 

 
4.1. Пределы  

1sinlim
0


 x

x
x

 –  первый замечательный предел. 

e
x

x

x







 



11lim ,   ex
x

x




1

1lim
0

 –  второй замечательный предел (e2,718). 






















,
0
0

)(
)(lim

)(
)(lim,

)(
)(lim

)(
)(lim

00 x
xf

x
xf

x
xf

x
xf

xxxxxx 
 – правило Лопиталя. 

 
4.2. Производная и дифференциал 
4.2.1. Правила дифференцирования 

vuvu  )(   –  производная суммы (разности), 
uvvuvu  )(   –  производная произведения, 

ycyc  )(   –  постоянный множитель выносится за знак производной, 

12

2

2

2


b
y

a
x  – 

эллиптический 
(рис. 3.15)  

Рис. 3.15 
x 

y 

z 

12

2

2

2


b
y

a
x  – 

гиперболический 
(рис. 3.16)  

 

Рис. 3.16 

x 

y 

z 

pxy 22   – 
параболический 

(рис. 3.17) 

Рис. 3.17 

x 
y 

z 
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2v
uvvu

v
u 









   –  производная дроби. 

 3)(
)()()()(,

)(
)(

),(
),(

tx
tytxtxtyy

tx
tyy

tyy
txx

xx 















 – 

первая и вторая производные функции, заданной параметрически. 
dxxfdyxfy )(),(    –  дифференциал функции. 

xuu ufyxufy  ))((  – производная сложной функции. 
 
4.2.2. Таблица производных 

0)( c    xx u
u

u 
2cos

1
tg  

  xx uuu 
 1-αα α    xx u

u
u 

2sin
1

ctg  

  x
u

x
u uee 
    xx uuuu  sectgsec  

  x
u

x
u uaaa 


ln    xx uuuu  cosecctgcosec  

  x
v

x
v

x
v uuvvuuu 
 1ln    xx u

u
u 




21

1sinarc  

  xx u
u

u  1ln    xx u
u

u 



21

1
arccos  

  xxa u
ua

u  1
ln

1log    xx u
u

u 



21

1
arctg  

  xx uuu  cossin    xx u
u

u 



21

1
arcctg  

  xx uuu  sincos   

 
Гиперболические функции и их производные 

 

2

uu eeu


sh    xx uuu  chsh  

2

uu eeu


ch    xx uuu  shch  

u
uu

ch
sh

th     xx u
u

u 
2ch

th
1

 

u
uu

sh
ch

cth     xx u
u

u 
2sh

cth
1
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4.2.3. Приложения производной 
)()( 000 xxxfyy   – касательная к кривой )( xfy   в точке ),( 00 yx . 

)(
)(

1
0

0
0 xx

xf
yy 


  – нормаль к кривой )( xfy   в точке ),( 00 yx . 

)()()( 000 xxxfxfy   – приближенное вычисление с помощью диф-
ференциала при малом 0xxx  . 

 
4.2.4. Исследование функции с помощью производной 

Возрастание, убывание, экстремум функции 
0)(  xf  – функция возрастает, 
0)(  xf  – функция убывает, 

)(0)( 0  xf  – ))(,( 000 xfxM  критическая точка 1-го рода. 
Если в окрестности критической точки при переходе слева направо 
)( xf   меняет знак с "+" на "–", то 0M  – точка максимума, 
)( xf   меняет знак с "–" на "+", то 0M  – точка минимума, 
)( xf   не меняет знака, то экстремума в точке 0M  нет. 
Если 

0)( 0  xf , а 0)( 0  xf , то 0M  – точка максимума, 
0)( 0  xf , а 0)( 0  xf , то 0M  – точка минимума, 
0)( 0  xf  и 0)( 0  xf , то необходимо исследовать с помощью первой 

производной. 
Выпуклость, вогнутость, точки перегиба 

0)(  xf  – кривая )( xfy   вогнутая (выпуклая вниз), 
0)(  xf  – кривая )( xfy   выпуклая (выпуклая вверх), 

)(0)( 0  xf  – ))(,( 000 xfxM  критическая точка 2-го рода. 
Если )( xf   в окрестности точки  ))(,( 000 xfxM  меняет знак,  

то  0M – точка перегиба кривой )( xfy  . 
Асимптоты кривой )( xfy   

Если 


)(lim xf
ax

, то ax   – вертикальная асимптота. 

Уравнение наклонной асимптоты bkxy  , где 

).)((lim,)(lim kxxfb
x
xfk

xx



 

 
4.2.5.  Кривизна плоской линии 

Углом смежности дуги AB  плоской линии называется угол α  меж-
ду положительными направлениями касательных, проведенных в точках A  
и B  этой линии. 
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s
kср 




α  – средняя кривизна дуги AB , где s  – длина дуги AB . 

s
k

s 





αlim
0

 – кривизна линии в точке A . 

r
kокр

1
  – кривизна окружности, где r  – радиус окружности. 

Кривизна прямой равна нулю. 

2/32 )1( y
y

k



  – кривизна линии, заданной явно )(xfy  . 

2/322 )( tt

tttt

yx
yxyx

k



  – кривизна линии, заданной параметрически 

 )(),( tyytxx  . 

2/322

22

)ρρ(

ρρρ2ρ




k  – кривизна линии, заданной в полярных 

 координатах ).(ρρ   

k
R 1
  – радиус кривизны. 

Окружностью кривизны линии в ее точке A  называется предельное 
положение окружности, проходящей через три точки CBA ,,  кривой, когда 

AB   и AC  . Радиус окружности кривизны равен радиусу кривизны. 
Центром кривизны называется центр окружности кривизны (лежит на 

нормали к линии, проведенной в точке A  в сторону вогнутости этой ли-
нии). 

y
yy

y
yyx









22 1η,)1(ξ  – координаты центра кривизны  

линии, заданной явно )(xfy  . 

yxyx
yxxy

yxyx
yxyx

ttt

ttt

ttt

ttt








)(η,)(ξ

2222
 – координаты центра 

кривизны линии, заданной параметрически  )(),( tyytxx  . 
Эволютой линии называется линия, состоящая из всех центров кри-

визны данной линии. Исходная линия называется эвольвентой своей эво-
люты. 
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4.3. Функции нескольких переменных 
4.3.1.  Дифференцирование  

Дифференциалы и приращения 
,),(),(,, dzyxfdyydxxfdzzdy

y
zdx

x
zdz 








  

2
2

22
2

2

2
2 2 dy

y
zdydx

yx
zdx

x
zzd













 . 

Производные сложных функций 

Если )(),(),,( tyytxxyxfz  , то  
dt
dy

y
z

dt
dx

x
z

dt
dz








 . 

Если ),(),,(),,( vuyyvuxxyxfz  ,  

то 
v
y

y
z

v
x

x
z

v
z

u
y

y
z

u
x

x
z

u
z

































 ,  

 
Производная функции ),( yxfz   в точке ),( 000 yxM  по направлению 

вектора   α}sin,α{cosl :  

αsinαcos
000













MMM y
z

x
z

l
z

   или  βcosαcos
000













MMM y
z

x
z

l
z ,   

где вектор   β}cos,α{cosl  ( 1βcosαcos 22  ). 
Производная функции ),,( zyxfw   в точке ),,( 0000 zyxM  по направле-

нию вектора }γcos,βcos,α{cosl , ( 1γcosβcosαcos 222  ):  

γcosβcosαcos
0000

















MMMM z
w

y
w

x
w

l
w

. 

Градиент функции ),( yxfz   в точке ),( 000 yxM  

j
y
zi

x
zz

MMM










00

0
grad ,      

22

00
0

grad
































MMM y

z
x
zz . 

Градиент функции ),,( zyxfw   в точке ),,( 0000 zyxM  

k
z
wj

y
wi

x
ww

MMMM














000

0
grad , 

222

000
0

grad 














































MMMM z

w
y
w

x
ww . 

Производная неявной функции 

y

x
x F

FyyxF



 0),( ,   
z

y
y

z

x
x F

F
z

F
FzzyxF









 ,0),,( . 
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4.3.2.  Геометрические приложения 
),( yxfz   – поверхность, consthyxf ),(  – линия уровня  

Касательная плоскость и нормаль к поверхности 
Если 0),,( zyxF  – уравнение поверхности, то уравнение касательной 
плоскости в точке  ),,( 0000 zyxM :  

  0)()()( 000
000











 zz

z
Fyy

y
Fxx

x
F

MMM
, 

уравнения нормали в этой точке: 

000

000

MMM z
F

zz

y
F

yy

x
F

xx















 . 

Если ),( yxfz   – уравнение поверхности, то уравнение касательной плос-

кости в точке  ),,( 0000 zyxM :   )()()( 000
00

yy
y
fxx

x
fzz

MM









 , 

уравнения нормали в этой точке: 
1

000

00














 zz

y
f

yy

x
f

xx

MM

. 

Касательная и нормальная плоскость к пространственной кривой 

Если 












)(
),(
),(

tzz
tyy
txx

 – уравнения кривой l , то уравнения касательной в точке 

),,( 0000 zyxM : 
000

000

MMM
z

zz
y

yy
x

xx









 , 

уравнение нормальной плоскости в этой точке: 
0)()()( 000 000

 zzzyyyxxx MMM . 

Экстремум функции ),( yxfz   

Из системы уравнений 0,0 







y
f

x
f  находим стационарные точки.  

Для каждой стационарной точки ),( 000 yxM  находим 

000

2

22

2

2

,,
MMM y

FC
yx

FB
x
FA













  и  2BAC  . 

Если 0  – в точке ),( 000 yxM  имеется экстремум: 
при 0A  – максимум, при 0A  – минимум. 

Если 0  – в точке ),( 000 yxM  нет экстремума. 
Если 0  – в точке ),( 000 yxM  имеет место сомнительный случай. 
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5. Интегральное исчисление 
 
5.1. Неопределенный интеграл 
5.1.1. Правила интегрирования  

 )()()()( xfxFCxFdxxf  , )(xF  – первообразная функция от )(xf . 

  dxxfadxxaf )()( . 

 )()())(()( txdtttfdxxf    – замена переменной. 

  duvuvdvu  – формула интегрирования по частям. 

  )(
)(
)( lkdx

xQ
xP

l

k . 

Если   nm qpxxaxxQ )()()( 2 , 

то 












ax

A
ax

A
ax

A
xQ
xP m

mm 1
21

)()()(
)(

 

 














 qpxx
CxB

qpxx
CxB

qpxx
CxB nn

nn 212
22

2
11

)()(
 

22

2

2 1
2,

1
1cos,

1
2sin,

2
tg:)cos,(sin

t
dtdx

t
tx

t
txtxdxxxR










 . 

22
2

2

2
222

1
,

1
1cos,

1
sin,tg:)cos,(sin

t
dtdx

t
x

t
txtxdxxxR








 . 

 
5.1.2. Таблица интегралов 

Cxdx   Cxdx
x

dx
 th

ch2
 

)1(
1

1







 nC
n
xdxx

n
n  Cxdx

x
dx

 thc
sh2

 

Cx
x

dx
 ln  Cax

ax
dx


 ln  

Cx
x

dx


 arctg21
 C

a
x

aax
dx


 arctg

1
22  

Cx
x

dx



 arcsin

1 2
 C

ax
ax

aax
dx






 ln

2
1

22  

Cedxe xx   C
xa
xa

axa
dx






 ln

2
1

22  

C
a

adxa
x

x  ln
 C

a
x

xa

dx



 arcsin

22
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Cxdxx  cossin  Caxx
ax

dx



 22

22
ln  

Cxdxx  sincos  Cx
x

dx
 2

ln
sin

tg  

Cxdxx  tg2sec  Cπx
x

dx







  42

ln
cos

tg  

Cxdxx  ctg-ec2cos  Cxdxx  coslntg  

Cxdxx  chsh  Cxdxx  sinlnctg  

Cxdxx  shch   

 
5.2. Определенный интеграл 
5.2.1. Правила интегрирования  

)()()()( aFbFxFdxxf b
a

b

a
  – формула Ньютона-Лейбница. 

 
b

a

b
a

b

a
duvuvdvu  – формула интегрирования по частям. 

))(,)(()())(()( 21

2

1

btatdtttfdxxf
t

t

b

a
    – замена переменной. 

Несобственные интегралы 

 




b

aba
dxxfdxxf )(lim)( ,      




b

aa

b
dxxfdxxf )(lim)( . 

Если на  bca   и )(cf , то  









b

c

c

a

b

a
dxxfdxxfdxxf

β
β

α

α
)(lim)(lim)(

00
. 

Несобственный интеграл сходится, если соответствующий предел сущест-
вует и конечен. Несобственный интеграл расходится, если соответствую-
щий предел не существует или бесконечен. 
 
5.2.2. Приложения определенного интеграла 

Площадь фигуры 
 

b

a
dxxfS )( ,      

b

a
dxxfxfS )()( 12

,     
2

1

)())((
t

t
dtttfS      

β

α

2ρ dS
2
1 . 

Площадь эллипса  12

2

2

2


b
y

a
x   равна  abS  . 

Длина дуги 

 
b

a
dxyL 21 ,      

2

1

22
t

t
dtyxL ,      

β

α

22 ρρ dL . 
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Объем тела 


b

a
dxxSV )( , где )(xS  – площадь поперечного сечения. 

Объем эллипсоида  12

2

2

2

2

2


c
z

b
y

a
x   равен  abcV 

3
4

 . 

Объем тела вращения 


b

a
x dxyV 2  (вокруг оси Ox),    

d

c
y dyxV 2  (вокруг оси Oy). 

Площадь поверхности вращения 

 
b

a
x dxyyS 212 , (вокруг оси Ox),   

d

c
y dyxxS 212   (вокруг оси Oy). 

Пусть )(γγ x  – функция плотности распределения вещества по пло-
ской дуге )(xfy  . Для однородной дуги constγ . 

Масса дуги  
b

a
dxyM 21γ . 

Статические моменты и моменты инерции плоской дуги 

 
b

a
x dxyyM 21γ ,      

b

a
y dxyxM 21γ , 

 
b

a
x dxyyI 22 1γ ,    

b

a
y dxyxI 22 1γ ,  yx III 0 . 

Центр тяжести плоской дуги  









 b

a

b

ay
c

dxy

dxyx

M
M

x
2

2

1γ

1γ
,    









 b

a

b

ax
c

dxy

dxyy

M
My

2

2

1γ

1γ
. 

Пусть )(γγ x  – функция плотности распределения вещества по пло-
ской фигуре, ограниченной линиями 0y , ax  , bx  , )(xfy  . Для од-
нородной фигуры constγ . 

Масса фигуры  
b

a
dxyM γ . 

Статические моменты и моменты инерции плоской фигуры  

 
b

a
x dxyM 2γ

2
1 ,      

b

a
y dxxyM γ ,      

 
b

a
x dxyI 3γ

3
1 ,      

b

a
y dxyxI 2γ , yx III 0 . 
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Центр тяжести плоской фигуры 









 b

a

b

ay
c

dxy

dxxy

M
M

x
γ

γ
,    









 b

a

b

ax
c

dxy

dxy

M
My

γ

γ
2
1 2

. 

 
5.3. Двойной и тройной интегралы 
5.3.1. Двойной интеграл 

    
d

c

yx

yxD

b

a

xy

xy
dxyxfdydyyxfdxdxdyyxfV

)(

)(

)(

)(

2

1

2

1

),(),(),(  –  

объем (мера) цилиндрического тела, в основании которого 
лежит область D , ограниченного поверхностью ),( yxfz  . 


D

dxdyS  – площадь (мера) области D . 

 
DD

ddfdxdyyxfV  ρρ)sinρ,cosρ(),(  –  

объем цилиндрического тела в полярной системе координат. 

 
DD

dddxdyS ρρ  – площадь в полярной системе координат. 

 





















D

dxdy
y
z

x
zS

22

пов 1  –  

площадь поверхности, заданной уравнением ),( yxfz  ;  
D  – проекция поверхности на плоскость xOy . 

Масса плоской пластинки D  с поверхностной плотностью ),(γ yx  


D

dxdyyxM ),(γ . 

Статические моменты пластинки D  относительно осей координат 

 
D

x dxdyyxyM ),(γ  – относительно оси Ox ,  

 
D

y dxdyyxxM ),(γ  – относительно оси Oy . 

M
My

M
M

x x
c

y
c  ,  – координаты центра тяжести пластинки D . 

В случае однородной пластинки ( ),(γ yx  – константа): 










D

D
c

D

D
c dxdy

dxdyy
y

dxdy

dxdyx
x , . 
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Моменты инерции пластинки D  

 
D

x dxdyyxyI ),(γ2  – относительно оси Ox ,  

 
D

y dxdyyxxI ),(γ2  – относительно оси Oy ,  

  
D

O dxdyyxyxI ),(γ22  – относительно начала координат.  

 
5.3.2. Тройной интеграл 

 
),(

),(

)(

)(

2

1

2

1

),,(),,(
yxz

yxz

xy

xy

b

aT
dzzyxfdydxdxdydzzyxf  – тройной интеграл по  

области  }.),(),(),()(,);;({ 2121 yxzzyxzxyyxybxazyxT   


T

dxdydzV  – объем (мера) области T . 

 
TT

dzddzfdxdydzzyxf  ρρ),sinρ,cosρ(),,(  – 

тройной интеграл в цилиндрических координатах. 

 
TT

dddfdxdydzzyxf θρθsinρ)θcosρ,sinθsinρ,cosθsinρ(),,( 2   – 

тройной интеграл в сферических координатах. 


T

dxdydzzyxM ),,(γ  – масса тела T  с плотностью ),,(γ zyx . 

 – связь декартовых координат 
);;( zyx  с цилиндрическими ко-

ординатами );;ρ( z  (рис. 5.1). 











zz
y
x

,sinρ
,cosρ




x 

y 

z 

z 

 
 

M(,,z) 
M(x,y,z) 

Рис. 5.1 

– связь декартовых координат 
);;( zyx  со сферическими ко--

ординатами )θ;;ρ(   (рис. 5.2). 











θcosρ
,sinθsinρ
,cosθsinρ

z
y
x




 x 

y 

z 

 

 

 M(,,) 
M(x,y,z) 

Рис. 5.2 
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Статические моменты тела относительно плоскостей: 

 
T

xy dxdydzzyxzM ),,(γ  – относительно координатной плоскости yxO ,  

 
T

yz dxdydzzyxxM ),,(γ  – относительно координатной плоскости zyO ,  

 
T

xz dxdydzzyxyM ),,(γ  – относительно координатной плоскости Oxz .  

M
M

z
M

My
M

M
x xy

c
xz

c
yz

c  ,,  – координаты центра тяжести тела T .  

В случае однородного тела ( ),,(γ zyx  – константа): 














T

T
c

T

T
c

T

T
c dxdydz

dxdydzz
z

dxdydz

dxdydzy
y

dxdydz

dxdydzx
x ,, . 

Моменты инерции тела T : 

 
T

xy dxdydzzyxzI ),,(γ2  – относительно координатной плоскости Oxy ,  

 
T

yz dxdydzzyxxI ),,(γ2  – относительно координатной плоскости zyO ,  

 
T

xz dxdydzzyxyI ),,(γ2  – относительно координатной плоскости zxO ,  

 
T

xzxyx dxdydzzyxzyIII ),,(γ)( 22  – относительно оси Ox ,  

 
T

yzxyy dxdydzzyxzxIII ),,(γ)( 22  – относительно оси Oy ,  

 
T

yzxzz dxdydzzyxyxIII ),,(γ)( 22  – относительно оси Oz .  

 
T

l dxdydzzyxrI ),,(γ2 –  относительно некоторой оси l   

( r  – расстояние точки ),,( zyx  тела до оси l ), 

 
T

O dxdydzzyxzyxI ),,(γ)( 222  – относительно начала координат.  

 
5.4. Криволинейный и поверхностный интегралы 
5.4.1. Криволинейный интеграл 

Криволинейный интеграл по длине дуги (интеграл I рода) 

  
b

aAB
dxxxxfdsyxf 2)(1))(,(),(   –  

криволинейный интеграл от функции ),( yxfz   по длине дуги )(xy  . 
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    
2

1

22 )()())(),((),(
t

tAB
dttytxtytxfdsyxf  –  

криволинейный интеграл от функции ),( yxfz   по длине дуги, 
заданной параметрически  )(),( tyytxx  . 


AB

dsL  – длина (мера) дуги AB . 

  
b

a
dxx 2)(1   – длина (мера) дуги  )(xy  . 

Масса дуги с линейной плотностью ),(γ yx   
( ),,(γ zyx  – в случае пространственной кривой). 

 
AB

dsM γ . 

Координаты центра тяжести дуги AB  














AB

AB
c

AB

AB
c

AB

AB
c ds

dsz
z

ds

dsy
y

ds

dsx
x

γ

γ
,

γ

γ
,

γ

γ
 . 

В случае однородной дуги ( γ  – константа): 














AB

AB
c

AB

AB
c

AB

AB
c ds

zds
z

ds

yds
y

ds

xds
x ,, . 

Криволинейный интеграл по координатам  (интеграл II рода) 

   
AB

b

a
dxxxQxxxPdyyxQdxyxP ))(,()())(,(),(),(   –  

кривая AB  задана уравнением )(xy  . 

   
AB

t

t
dttytytxQtxtytxPdyyxQdxyxP

2

1

)())(),(()())(),((),(),(  – 

кривая AB  задана параметрически  )(),( tyytxx  . 

 
AB

dzzyxRdyzyxQdxzyxP ),,(),,(),,(  

  
2

1

)())(),(),(()())(),(),(()())(),(),((
t

t
dttztztytxRtytztytxQtxtztytxP  –   

пространственная кривая задана параметрически  )(),(),( tzztyytxx  . 
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Физический смысл криволинейного интеграла II рода: 

 
AB

dzzyxRdyzyxQdxzyxP ),,(),,(),,(  – 

работа силы kRjQiPF   вдоль дуги AB . 

При условии 
x
Q

y
P






  криволинейный интеграл по любому замкнутому 

плоскому контуру C   равен нулю:   
C

dyyxQdxyxP 0),(),( .  

В этом случае интеграл  
),(

),(

11

00

),(),(
yx

yx
dyyxQdxyxP  не зависит от пути интег-

рирования, подынтегральное выражение является полным дифференциа-
лом некоторой функции ),( yxU , т.е. ),(),(),( yxdUdyyxQdxyxP  , где  

 
y

y

x

x
dyyxQdxyxPyxU

00

),(),(),( 0  или  
y

y

x

x
dyyxQdxyxPyxU

00

),(),(),( 0 . 

Формула Грина 

  
















C D

dxdy
y

yxP
x

yxQdyyxQdxyxP ),(),(),(),(  –  

область D  ограничена контуром C . 

Площадь области, ограниченной контуром C :   ydxxdyS
C

 2
1

. 

Связь криволинейных интегралов I и II рода 
На плоскости:   

LL
dsyxQyxPdyyxQdxyxP βcos),(αcos),(),(),( , 

где , – углы между касательной к плоской кривой L  и осями координат.  
Если параметрические уравнения кривой )(),( tyytxx  , то 

   22
αcos

yx

x




 , 

   22
αsinβcos

yx

y




 . 

В пространстве:  
L

dzzyxRdyzyxQdxzyxP ),,(),,(),,(  

  
L

dsyxRyxQyxP γcos),(βcos),(αcos),( , 

где ,, – углы между касательной к пространственной кривой L  и осями 
координат.  

Если параметрические уравнения кривой )(),(),( tzztyytxx  , то 

     
,αcos

222 zyx

x






     
,βcos

222 zyx

y






     
.γcos

222 zyx

z




  
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5.4.2. Поверхностный интеграл 
Поверхностный интеграл по площади поверхности (интеграл I рода) 

 
D

yx
S

dxdyyxfyxfyxfyxFdSzyxF 22 )),(()),((1)),(,,(),,(  –  

поверхностный интеграл от функции ),,( zyxF  по площади поверхности  
),( yxfz  . Здесь D  – проекция поверхности S  на плоскость yxO . 

 
DS

dudvMEGvuzvuyvuxFdSzyxF 2)),(),,(),,((),,(  –  

поверхностный интеграл от функции ),,( zyxF  по площади поверхности, 
заданной параметрически ),(),,(),,( vuzzvuyyvuxx  . Здесь D  – об-
ласть плоскости параметров vu, , функции  

222 )),(()),(()),(( vuzvuyvuxE uuu  , 
222 )),(()),(()),(( vuzvuyvuxG vvv  , 

),(),(),(),(),(),( vuzvuzvuyvuyvuxvuxM vuvuvu  . 


S

dSS  – площадь (мера) поверхности S . 


S

dSzyxM ),,(γ  – масса материальной поверхности S  с поверхностной 

плотностью ),,( zyxγ . 
Статические моменты поверхности S : 

 
S

xy dSzyxzM ),,(γ  – относительно плоскости yxO .  

 
S

yz dSzyxxM ),,(γ  – относительно плоскости zyO .  

 
S

xz dSzyxyM ),,(γ  – относительно плоскости zxO .  

Координаты центра тяжести поверхности S  

M
M

z
M

My
M

M
x xy

c
xz

c
yz

c  ,, .  

В случае однородной поверхности ( ),,(γ zyx  – константа): 














S

S
c

S

S
c

S

S
c dS

dSz
z

dS

dSy
y

dS

dSx
x ,, . 

Моменты инерции поверхности S : 

 
S

xy dSzyxzI ),,(γ2  – относительно плоскости yxO ,  

 
S

yz dSzyxxI ),,(γ2  – относительно плоскости zyO , 
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 
S

xz dSzyxyI ),,(γ2  – относительно плоскости zxO ,  

 
S

x dSzyxzyI ),,(γ)( 22  – относительно оси Ox ,  

 
S

y dSzyxzxI ),,(γ)( 22  – относительно оси Oy ,  

 
S

z dSzyxyxI ),,(γ)( 22  – относительно оси Oz ,  

 
S

l dSzyxrI ),,(γ2 –  относительно некоторой оси l   

( r  – расстояние точки ),,( zyx  поверхности до оси l ), 

 
S

O dSzyxzyxI ),,(γ)( 222  – относительно начала координат.  

 
Поверхностный интеграл по координатам (интеграл II рода) 

  
S D

dxdyyxfyxFdxdyzyxF ),(,,),,(  – поверхностный интеграл II рода 

от функции ),,( zyxF , если поверхность S  задана явным уравнением 
),( yxfz  . Здесь D  – проекция поверхности S  на плоскость yxO . 

 
S

dxdyzyxRdxdzzyxQdydzzyxP ),,(),,(),,(  

 
S

dSzyxRzyxQzyxP )γcos),,(βcos),,(αcos),,((  –  

выражение поверхностного интеграла II рода через интеграл I рода. Здесь 
γcos,βcos,αcos  – направляющие косинусы нормали поверхности S . 

Если поверхность задана неявным уравнением 0),,( zyxF , то 

,
)()()(

αcos
222

zyx

x

FFF
F




  

,
)()()(

cos
222

zyx

y

FFF

F



  

,
)()()(

γcos
222

zyx

z

FFF
F




   

знак выбирается в зависимости от стороны поверхности S . 
Если поверхность задана параметрическими уравнениями 

),(),,(),,( vuzzvuyyvuxx  , то 

222222222
γcos,βcos,αcos

CBA

C

CBA

B

CBA

A








 , 
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где функции 
vv

uu

vv

uu

vv

uu

yx
yx

C
xz
xz

B
zy
zy

A











 ,, ; знак выбирается в за-

висимости от стороны поверхности S . 
Формула Стокса 











  dS

RQP
zyx

dzzyxRdyzyxQdxzyxP
SC

γcosβcosαcos

),,(),,(),,(  

 






















































S

dS
y
P

x
Q

x
R

z
P

z
Q

y
R γcosβcosαcos .  

Здесь  
C  – простой замкнутый контур, ограничивающий поверхность S ;  

γcos,βcos,αcos  – направляющие косинусы нормали к поверхности S ;  
нормаль ориентирована так, что относительно нее обход контура C  
совершается против часовой стрелки. 
Формула Остроградского-Гаусса 

 
S

dSzyxRzyxQzyxP )γcos),,(βcos),,(αcos),,((  

dxdydz
z
R

y
Q

x
P

T
 



















 . 

Поверхность S  ограничивает замкнутую область пространства T ; 
γcos,βcos,αcos  – направляющие косинусы внешней нормали к поверх-

ности S . 
 
5.5. Элементы теории поля 

В области V  задано скалярное поле, если каждой точке M  области  
поставлена в соответствие скалярная величина )(Muu  , т.е. если задана 
функция трех переменных ),,()( zyxuMu  . 

В области V  задано векторное поле, если каждой точке M  области  
поставлена в соответствие векторная величина )(MFF  , т.е. 

kzyxRjzyxQizyxPMF  ),,(),,(),,()( , 
где ),,(),,,(),,,( zyxRzyxQzyxP  – три функции трех переменных. 

Градиентом скалярного поля ),,( zyxuu   называется вектор  

k
z
uj

y
ui

x
uugrad 












 . 

Градиент скалярного поля представляет собой векторное поле. 
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Дивергенцией векторного поля  называется скаляр  

z
R

y
Q

x
PFdiv












 . 

Дивергенция векторного поля представляет собой скалярное поле. 
Вихрем (ротором) векторного поля называется вектор  

k
y
P

x
Qj

x
R

z
Pi

z
Q

y
R

RQP
zyx

kji

Frot 






















































 . 

Вихрь  векторного поля также представляет собой векторное поле. 
Потоком векторного поля  через поверхность S  в сторону, определяе-

мую единичным вектором нормали kjin  γcosβcosαcos , называ-
ется поверхностный интеграл 

  
SS S

n dSRQPdSFdSnF )coscoscos(  . 

Здесь nF   – скалярное произведение вектора поля и единичного век-
тора выбранного направления нормали. 

Поток векторного поля представляет собой число. 
Криволинейный интеграл от вектора F  по кривой AB  

,dzRdyQdxPrdF
ABAB

   

представляющий собой  работу  векторного поля при перемещении вдоль 
кривой AB . 

Циркуляцией вектора по замкнутому контуру C  называется интеграл 

  
C C

dzRdyQdxPrdF . 

  
C S

dSFrotnrdF  – формула Стокса в векторной форме.  

  
T S

dSnFdVFdiv  – формула Остроградского-Гаусса 

в векторной форме (нормаль n  ориентирована так, что относительно нее 
обход контура C  совершается против часовой стрелки). 

k
z

j
y

i
x













  – оператор Гамильтона, 

FFrotFFdivuugrad  ,, . 
Векторное поле  называется  

безвихревым, если 0Frot , 
потенциальным, если ugradF  , 
соленоидальным (или трубчатым), если 0Fdiv . 
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6. Ряды 
 

6.1. Числовые ряды 
Необходимое условие сходимости ряда: 

если числовой ряд 





1
21

n
nn uuuu   сходится, то 0lim 


nn

u . 

Достаточное условие расходимости ряда: 

если 0lim 


nn
u , то ряд 






1
21

n
nn uuuu   расходится. 

Признаки сходимости числовых рядов с положительными членами 
1-я теорема сравнения рядов. 

Если ряд (2)   nvvv 21  сходится и для ряда  
(1)   nuuu 21  

nnu v , то ряд (1) сходится. 
Если ряд (2)   nvvv 21  расходится и для ряда  

(1)   nuuu 21  
nnu v , то ряд (1) расходится. 

2-я теорема сравнения рядов. 

Если существует конечный предел 0
v

lim 


au

n

n
n

, то оба ряда  




1n
nu  и 



1
v

n
n  сходятся или расходятся одновременно. 

3. Признак Даламбера.  

Если для ряда 


1n
nu  предел  










 расходится ряд1 при
сходится, ряд1 при

 то,lim 1
a
a

a
u

u

n

n
n

  

(при  a=1  признак не работает). 
4. Признак Коши.  

Если для ряда 


1n
nu  предел  









 расходится ряд1 при

сходится, ряд1 при
 то,lim

a
a

aun
nn

   

(при  a=1  признак не работает). 
5. Интегральный признак Коши. 

Ряд 


1n
nu  сходится или расходится вместе с несобственным интегра-

лом  


1

)( dxxf , где )(nfun  .  
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Знакочередующийся ряд 






 
1

11
21 )0()1()1(

n
nn

n
n

n uuuuu  . 

Признак Лейбница.  
Если для знакочередующегося ряда   nuuu 21  и 0lim 


nn

u , 

то ряд 





1

1)1(
n

n
n u сходится.  

Знакопеременные ряды 
Знакопеременный ряд (1)   nuuu 21  сходится абсолютно, 

если сходится ряд из абсолютных величин  (2)   |||||| 21 nuuu . 
Знакопеременный ряд  (1)   nuuu 21  сходится условно, если 

ряд (1) сходится, а ряд, составленный из абсолютных величин (2) расхо-
дится. 
 
6.2. Функциональные ряды 







0
210 )()()()()(

n
nn xuxuxuxuxu  . 

Область сходимости ряда – это множество значений переменной x , 
при которых ряд сходится. Чтобы найти область сходимости, надо решить 
неравенства 

1
)(
)(lim 1 

 xu
xu

n

n

n
 или 1)(lim 



n
n

n
xu . 

На границах найденной области необходимо дополнительное иссле-
дование сходимости.  
 
6.2.1. Степенные ряды 







0
00

2
02010 )()()()(

n

n
n

n
n xxaxxaxxaxxaa  . 

Область сходимости степенного ряда представляет собой интервал 
числовой оси Rxx  0 , где радиус сходимости R  можно найти по фор-

муле 
1

lim



n

n

n a
aR  или 

n n
n

a
R




lim

1
. 

Любую функцию, имеющую в точке 0x  производные любого порядка, 
можно разложить в ряд Тейлора 

 





 n
n

xx
n

xfxxxfxxxfxfxf )(
!

)()(
!2

)()(
!1

)()()( 0
0

)(
2

0
0

0
0

0  
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или 





0
0

0
)(

)(
!

)()(
n

n
n

xx
n

xfxf . 

При 00 x  получается ряд Маклорена 













0

)()(
2

!
)0(

!
)0(

!2
)0(

!1
)0()0()(

n

n
n

n
n

x
n

fx
n

fxfxffxf  . 

Разложение элементарных функций в ряд Маклорена (для каждого 
ряда указан интервал сходимости) 

).(
!!!3!2!1

1
0

32
 




x

n
x

n
xxxxe

n

nn
x  . 

)(
!)12(

)1(
!)12(

)1(
!5!3!1

sin
0

1212
1

53






 






 x

n
x

n
xxxxx

n

n
n

n
n  . 

)(
!)2(

)1(
!)2(

)1(
!4!2

1cos
0

2242
 




x

n
x

n
xxxx

n

n
n

n
n  . 

)(
!)12(!)12(!5!3!1

sh
0

121253






 






x

n
x

n
xxxxx

n

nn
 . 

)(
!)2(!)2(!4!2

1ch
0

2242
 




x

n
x

n
xxxx

n

nn
 . 




 





 nm x
n

nmmmxmmxmx
!

))1(()1(
!2

)1(
!1

1)1( 2 , 

).11(1при

),11(01при

),11(0при

!
))1(()1()1(

0





 




xm

xm

xm

x
n

nmmmx
n

nm   

)11(
1

)1()1(
32

)1ln(
0

1
1

32



 






 x

n
x

n
xxxxx

n

n
n

n
n  . 

)11(
)12(

)1(
)12(

)1(
53

arctg
0

1212
1

53






 






 x

n
x

n
xxxxx

n

n
n

n
n  . 

 
6.2.2. Тригонометрические ряды (ряды Фурье) 

Разложение функции )(xfy   на отрезке [–,] 

 





1

0 sincos
2

)(
m

mm mxbmxaaxf , где 






,)(1

0 dxxfa  

),2,1,0(cos)(1
 



mdxmxxfam




,  ),2,1(sin)(1

 


mdxmxxfbm




. 
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Разложение функции )(xfy   на отрезке ],[ ll  











 

1

0 sincos
2

)(
m

mm l
xmb

l
xmaaxf 

,  где  ,)(1
0 




l

l
dxxf

l
a  





l

l
m dx

l
xmxf

l
a cos)(1

,  ),2,1(sin)(1
 



mdx
l

xmxf
l

b
l

l
m


. 

Разложение четной функции )(xfy   на отрезке ],[ ll  







1

0 cos
2

)(
m

m l
xmaaxf  , где  ,)(2

0
0 

l
dxxf

l
a  

),,2,1(cos)(2

0

  mdx
l

xmxf
l

a
l

m


 .0mb  

Разложение нечетной функции )(xfy   на отрезке ],[ ll  







1
sin)(

m
m l

xmbxf 
, где  

),2,1(sin)(2

0

  mdx
l

xmxf
l

b
l

m


,  .0ma  

 
7. Функции комплексного переменного 

 
7.1. Комплексные числа 

Алгебраическая форма комплексного числа 
iyxz  , где yx,  – действительные числа, 1i  – мнимая единица 

( 12 i ). Число x  называется действительной частью, iy  – мнимой ча-
стью комплексного числа z . 

iyxz   – сопряженное к  z  комплексное число. 
Пусть 222111 , iyxziyxz  . Тогда  21 zz  , если 21 xx   и 21 yy  ; 

)()( 212121 yyixxzz  ; 
)()( 1221212121 yxyxiyyxxzz  ; 

22)()( yxiyxiyxzz  ; 

2
2

2
2

1212
2
2

2
2

2121

2

1

yx
xyyxi

yx
yyxx

z
z









 . 

Геометрически комплексное число 
iyxz   изображается точкой ),( yxM  ко-

ординатной плоскости OXY , которая в этом 
случае называется комплексной плоскостью 
(рис. 7.1).  

Рис. 7.1.  Комплексная плоскость 

=arg z М
ни

м
ая

  о
сь

 

r=|z| 

X 

Y 

Действительная  ось O 

M(x,y) 

x 

y 
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Ось OX  называется действительной осью, ось OY  – мнимой осью. 
Тригонометрическая форма комплексного числа 

)sin(cos   irz , где  
22|| yxzr   – модуль комплексного числа,  

x
yz arctg arg  – аргумент комплексного числа, 

 sin,cos  ryrx  – связь декартовых и полярных координат. 
Пусть )sin(cos),sin(cos 22221111   irzirz . Тогда 

))sin()(cos( 21212121   irrzz ; 

))sin()(cos( 2121
2

1

2

1   i
r
r

z
z

; 

)sin(cos  ninrz nn  ; 

 nini n sincos)sin(cos   – формула Муавра; 

1,,1,0,2sin2cos 





 




 nk
n

ki
n

krz nn 
  – всего  n  значений. 

 
7.2. Определение функций комплексного переменного 

Функции комплексного переменного zzzze z ch,sh,cos,sin,  определя-
ются как суммы степенных рядов, формально совпадающих с соответст-
вующими рядами для функций действительного переменного. Разница за-
ключается в том, что для функций действительного переменного эти раз-
ложения выводятся (доказываются), а для функций комплексного пере-
менного принимаются за определение. 

...;
!3!2!1

1
32


zzze z  

...;
!5!3!1

sin
53


zzzz  ...;
!6!4!2

1cos
642


zzzz  

...;
!5!3!12

sh
53





 zzzeez
zz

 ....
!4!2

1
2

ch
42





 zzeez
zz

 

Эти ряды сходятся во всей плоскости комплексного переменного. 
Если функция комплексного переменного представлена в виде сте-

пенного ряда, то область сходимости ряда является кругом некоторого ра-
диуса: Rzz  || 0 , число R  называется радиусом сходимости ряда. Такая 
функция называется аналитической в данном круге. Для перечисленных 
выше рядов радиус сходимости R .  

Для этих функций комплексного переменного сохраняются привыч-
ные свойства:  
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2121 zzzz eee  , 21
2

1 zz
z

z
e

e
e  , 122121 cossincossin)sin( zzzzzz  , 

212121 sinsincoscos)cos( zzzzzz   и т.п. 
Формула Эйлера: zize iz sincos  . Из нее видно, что функция ze  яв-

ляется периодической с мнимым периодом iπ2 .  
Из формулы Эйлера следует, что ziz ch)cos(  , ziiz sh)sin(  , 

ziz cos)(ch  , ziiz sin)(sh  . 
Функции zzzzzNnz n arcctg,arctg,arccos,arcsin,ln),(/1   опреде-

ляются как обратные к функциям ze , zsin , zcos , 
z
zz

cos
sintg  , 

z
zz

sin
cosctg  . 

Эти функции являются многозначными: если rz || , zarg , то 
),2,1,0()π2(lnln  kkirz  . 

 
7.3. Дифференцирование и интегрирование функций  

комплексного переменного 
Определение производной функции комплексного переменного не от-

личается от определения производной функции действительного пере-
менного. Глубокое отличие заключается в том, что для функций комплекс-
ного переменного из существования производной первого порядка следует 
существование производных всех порядков, а для функции действительно-
го переменного это не так.  

Основная теорема теории функций комплексного переменного: любая 
аналитическая функция имеет производные всех порядков. 

Если представить функцию комплексного переменного в виде дейст-
вительной и мнимой части ),(),()( yxivyxuzfw  , то для существова-

ния производной 
dz
dw  недостаточно дифференцируемости функций двух 

переменных ),( yxu  и ),( yxv : для их частных производных должны выпол-
няться следующие условия Коши-Римана: 

x
v

y
u

y
v

x
u













 , . 

Если условия Коши-Римана выполняются, то производную 
dz
dw  можно 

выразить через частные производные от действительных функций ),( yxu  и 

),( yxv  по действительным переменным x  и y : 
x
vi

x
u

dz
dw








 . Заменив ча-

стные производные из условий Коши-Римана, можно получить и другие 

выражения для производной 
dz
dw : 
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y
ui

x
u

dz
dw








 ,      
y
ui

y
v

dz
dw








 ,      
x
vi

y
v

dz
dw








 . 

Правила дифференцирования и интегрирования функций комплексно-
го переменного не отличаются от соответствующих правил для функций 
действительного переменного. 

 
8. Дифференциальные уравнения 

 
8.1. Дифференциальные уравнения первого порядка 

Уравнения с разделяющимися переменными 

  dy
y
ydx

xf
xfdxyxfdxyxf

)(
)(

)(
)(0)()()()(

1

2

2

1
2211 

 . 

 

Однородные уравнения 







x
yfy .  

 Подстановка  txtytxyt
x
y

  сводит однородное урав-

нение к уравнению с разделяющимися переменными. 
Линейные )()( xQyxPy  .  
Подстановка vuvuyxvxuy  )()( . 
Уравнение Бернулли )()( xQyyxPy n .  
Обе части умножаем на ny , получаем )()( 1 xQyxPyy nn   . Из этого 

уравнения путем замены zyynzy nn   )1(1  – получаем линейное 

уравнение )()(
1

xQzxP
n

z



 . Уравнение Бернулли можно также решить 

как линейное с помощью подстановки )()( xvxuy  . 
 
8.2. Дифференциальные уравнения высших порядков 

Уравнения, допускающие понижение порядка 
)()( xfy n   – проинтегрировать n раз по x. 

0 ),,( yyxF – применить подстановку pypy  . 

0),,(  yyyF – применить подстановку 
dy
dppypy  . 

Линейные однородные уравнения с постоянными коэффициентами 
)0(0 0210  ayayaya .  

Составляем характеристическое уравнение  021
2

0  aaa λλ ,  

находим его корни 
0

20
2
11

2,1 2
4

a
aaaa 

λ . 
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Если 04 20
2
1  aaa , то 21 λλ  , общее решение xx eCeCy 21

21
λλ  . 

Если 04 20
2
1  aaa , то 

0

1
21 2a

a
 λλ , общее решение xexCCy 1)( 21

λ . 

Если 04 20
2
1  aaa , то iβαλ 2,1 , общее решение )βinβcos( 21

α xsCxCey x  . 
Линейные неоднородные уравнения с постоянными коэффициентами 

)0()( 0210  axqyayaya .  
Общее решение yYy  , где  

Y  – общее решение однородного уравнения 0210  yayaya ,  
y  – частное решение данного неоднородного уравнения. 

Метод вариации произвольных постоянных 
Если )(1 xy  и )(2 xy  – частные линейно независимые решения однород-

ного уравнения  







 const

y
yyayaya
2

1
210 0 , то )()()()( 2211 xyxCxyxCy   – 

общее решение неоднородного уравнения )(210 xqyayaya  . Функции 
)(1 xC  и )(2 xC  определяются путем решения системы 








)()()()()(
,0)()()()(

2211

2211

xqxyxCxyxC
xyxCxyxC  

с последующим интегрированием. 
Метод неопределенных коэффициентов (применяется для правой час-

ти  )(xq  специального вида). 
Если x

n exPyayaya α
210 )(  , где )(xPn  – заданный многочлен сте-

пени n,  – характеристика правой части, то частное решение неоднород-
ного дифференциального уравнения имеет вид mx

n xexQy  α)( , где 
)(xQn  – полный многочлен степени n  с неопределенными коэффициента-

ми, m – число корней характеристического уравнения 021
2

0  aaa λλ , 
совпадающих с характеристикой правой части . 

Если  xxQxxPeyayaya kn
x βsin)(βcos)(α

210  , где )(xPn  и 
)(xQk  – заданные многочлены степеней n и k, iβα   – характеристика пра-

вой части, то частное решение неоднородного дифференциального урав-
нения имеет вид   mx xxxNxxMey  βsin)(βcos)(α , где )(xM  и )(xN  
– полные многочлены с разными неопределенными коэффициентами оди-
наковой степени, равной наибольшему из чисел n и k, m – число корней ха-
рактеристического уравнения, совпадающих с характеристикой правой 
части iβα  . 

Для уравнения )()( 21210 xqxqyayaya   частное решение рав-
но сумме частных решений уравнений )(1210 xqyayaya   и 

).(2210 xqyayaya   
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9. Дискретная математика 
 

9.1. Элементы комбинаторики 
Правило равенства: если X и Y – конечные множества и между ними 

существует взаимно однозначное соответствие, то X и Y содержат одинако-
вое число элементов. 

Правило суммы: если объект A может быть выбран m способами, а 
объект B другими n способами, то выбор «либо A, либо B» может быть 
сделан m+n способами. 

Правило произведения: если объект A может быть выбран m спосо-
бами и после каждого такого выбора объект B может быть выбран n спосо-
бами, то выбор пары (A, B) может быть осуществлен mn способами.  

Кортежем (альтернативные названия – вектор и слово) называется 
конечная последовательность (допускающая повторения) элементов неко-
торого множества: =(a1, a2, , ak). Число членов последовательности k 
называется длиной кортежа, члены последовательности – компонентами 
кортежа. Если число элементов множества n, то число кортежей длины k 
равно nk. При k = 0 по определению n0 = 1 – имеется единственный пустой 
кортеж длины 0. 

Подмножества. Их число в n-элементном множестве равно 2n. 
Перестановки – комбинации, отличающиеся порядком элементов. 

Число перестановок из n  элементов !321 nnPn    
Размещения – комбинации, отличающиеся составом и порядком эле-

ментов. Число размещений из n  элементов по k  элементов 

!)(
!))1(()2()1(

ейсомножител kn
nknnnnA

k

k
n 

  . 

Сочетания – комбинации, отличающиеся только составом элементов.  
Число сочетаний из n  элементов по k  элементов 

!!)(
!

!
))1(()2()1(

kkn
n

k
knnnn

P
AC

k

k
nk

n 





 . 

Бином Ньютона 




 
n

k

kknk
n

nn
n

n
n

n
n

n
n

n baCbaCbaCbaCbaCba
0

022211`100)(  . 

Мультимножества (сочетания с повторениями). Это множества с 
повторяющимися элементами, например: {1,1,2,5} – мультимножество из 
4-х элементов. Число k-элементных мультимножеств в n-элементном мно-

жестве обозначатся k
nC  или k

nCP , оно выражается через обычное число со-

четаний: k
kn

k
n 1CC  . 
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Перестановки заданного мультимножества 
Пусть мультимножество в множестве {1,2, , n} содержит элемент 1 

k1 раз, элемент 2 k2 раз,  , элемент n kn раз, мощность этого мультимноже-
ства k=k1+k2++kn. Число перестановок такого мультимножества равно  

.
!!!

!

21 nkkk
k

 
 

 
9.2. Алгебра множеств 

Множества обозначают заглавными латинскими буквами A, B,..., X, Y, 
... . Элементы множеств обозначаются строчными буквами a, b,..., x, y, ... 

Запись x  X означает, что элемент x принадлежит множеству X, а за-
пись x  X –элемент x не принадлежит множеству X.  

Множества X и Y называются равными (X = Y), если эти множества со-
стоят из одних и тех же элементов.   

Множество X включено в множество Y  ( Х  Y ), если все элементы 
множества X являются элементами множества Y. В этом случае множество 
X называется подмножеством множества Y. 

Если Х  Y и Х  Y, множество X строго включено в множество Y   
(Х  Y). 

Операции с множествами 
Объединением (суммой) множеств 

X и Y (XY или X+Y) называется множе-
ство, элементами которого являются все 
элементы множества  X  и все элементы 
множества Y  (рис. 9.1). 

 

Свойства объединения: 
коммутативность X Y = Y X, 
ассоциативность (XY)Z = X(YZ) = XYZ. 

Пересечением  (произведением) 
множеств X и Y  (XY или XY) называ-
ется множество, элементами которого 
являются все элементы, принадлежащие 
как множеству X,  так и множеству Y 
(рис. 9.2). 

Свойства пересечения: 
коммутативность XY = YX, 
ассоциативность (XY)Z = X(YZ) = XYZ. 

Законы дистрибутивности: 
(XY)Z = (XZ)(YZ)  и  (XY)Z = (XZ)  (Y Z). 

X Y 

Рис. 9.1. Объединение множеств 

Рис. 9.2. Пересечение множеств 

X Y 
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В алгебре множеств используется пустое множество , не содержа-
щее ни одного элемента (аналог нуля). Для любого множества  X  выпол-
няются равенства  

X = X,  X = . 
Универсальное множество (универс) обозначается  (или ) (аналог 

единицы). Универсу принадлежат все элементы, рассматриваемые в дан-
ном рассуждении.  

Для любого множества  X  выполняются равенства:  X = ,   X = X. 
 

Дополнением множества X (обозна-
чается X ) называется множество всех 
элементов универсального множества  , 
не принадлежащих X (рис. 9.3). 

 
 
 

Свойства дополнения: ,XX   ,IXX  . XX  
Законы Де Моргана: YXYXYXYX  , . 
Разностью множеств X и Y  (обозна-

чается X \ Y) называют множество всех 
элементов X, не входящих в Y (рис. 9.4). 
Разность множеств X и Y равна пересече-
нию множества X  и дополнения к Y : 

YXYX \ .  
Симметрической разностью или дизъ-

юнктивной суммой  (X  Y) называется 
множество элементов, принадлежащих или 
X,  или Y, но не обоим вместе (рис. 9.5): 

X  Y = (X  Y) \ (XY)  или   
X  Y = (X \ Y)  (Y \ X ). 

 
 
9.3. Алгебра логики 

Высказывание – повествовательное предложение, которое либо ис-
тинно (верно), либо ложно (неверно). 

С помощью логических операций (связок) из простых высказываний 
строятся сложные. Высказывания обозначаются латинскими буквами, лож-
ное высказывание обозначается 0, истинное 1. 

Логические операции 
Отрицанием  высказывания  a (обозначается  

a ) называется высказывание, противоположное  a. 
Свойство отрицания: aa   (двойное отрица-

ние). 

Рис. 9.5. Симметрическая 
разность множеств 

X Y 

Рис. 9.4. Разность множеств 

X Y 

Рис. 9.3. Дополнение множества 

I 

X 
X 

Таблица истинности 
отрицания 
a  a  
0 1 
1 0 
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Дизъюнкцией (от латинского слова disjunctio – разобщение, различие) 
двух высказываний a и b (обозначения: a  b, a + b) называется высказыва-
ние, читаемое “a или b“, которое истинно, когда истинно хотя бы одно из 
этих высказываний, и ложно, когда ложны оба высказывания.  

Свойства дизъюнкции:  
коммутативность abba  , 
ассоциативность cbacba  )()(  = cba  . 

Конъюнкцией (от латинского слова conjunctio – союз, связь) двух вы-
сказываний a и b (обозначения: a  b,  ab) называется высказывание,  чи-
таемое “a и b”, которое истинно, когда истинны оба высказывания, и лож-
но, когда ложно хотя бы одно из высказываний. 

Свойства конъюнкции:  
коммутативность abba  , 
ассоциативность cbacba  )()(  = cba  . 

Законы дистрибутивности: 
)()()( cbcacba    и  )()()( cbcacba   

Законы  Де Моргана: babababa  , . 
Импликацией (от латинского слова implicatio – сплетение) двух выска-

зываний a и b называется высказывание, читаемое “если a, то b” либо 
”a  влечет b”, которое ложно только в том случае, когда a – истинно, а  b – 
ложно, в остальных же случаях – истинно (обозначается a  b). Имплика-
ция выражается через дизъюнкцию и отрицание: )()( baba  . 

Импликация некоммутативна и неассоциативна. 
Два высказывания  a  и  b  эквивалентны  (обозначается a  b), если  

a  b  и b   a. 
Операция эквиваленция является коммутативной и ассоциативной. 
Таблицы истинности логических операций: 

a b a  b a  b a b a  b 
1 1 1 1 1 1 
1 0 1 0 0 0 
0 1 1 0 1 0 
0 0 0 0 1 1 

 
9.4. Графы 

Граф состоит из двух множеств – множества вершин и множества ре-
бер, причем для каждого ребра указана пара вершин, которые это ребро 
соединяет.  

Если ребро  e  соединяет вершину  a  с вершиной  b  и пара   ba,   счи-
тается упорядоченной (вершина  a – начало ребра, вершина  b – его конец), 
то это ребро называется ориентированным. Если пара  ba,  считается не-
упорядоченной, то ребро называется неориентированным, а обе вершины – 
его концами (a соединяется с  b и b соединяется с a).  
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Если все ребра графа ориентированные, граф называют ориентиро-
ванным. Если все ребра графа неориентированные, граф называют неори-
ентированным.  

Если в графе два (или больше) разных ребра соединяют одну и ту же 
пару вершин в одном и том же направлении, эти ребра называются крат-
ными. Граф с кратными ребрами называют мультиграфом.  

Ребро вида  aa, , соединяющее вершину  a  с нею же самой, называ-
ется петлей. 

Более точное определение: граф есть тройка   G V E I , , ,  где  V  и  Е  
–  множества, I  – отображение множества  E  в множество пар элементов 
множества V. Элементы множества V называются вершинами графа, эле-
менты множества E  – ребрами,  I  – функцией инцидентности.  

Пример:  5,4,3,2,1V ,   fedcbaE ,,,,, , функция  I  задана таблицей: 
 

Ребро    a    b    c    d    e    f 
Пара вершин (1,2) (2,3) (3,4) (2,1) (2,3) (3,2) 

  
Ориентированный мульти-

граф, представленный этой таб-
лицей, показан на рис. 9.6. 
Вершина 5 является изолиро-
ванной. 

Неориентированный граф без петель 
и кратных ребер называется   обыкновен-
ным. Для его задания достаточно пе-
речислить вершины и ребра, каждое реб-
ро есть неупорядоченная пара вершин. 
Для графа с 6 вершинами и 5 ребрами 

(рис. 9.7) вершины V={1,2,3,4,5,6}, ребра E={(1,3),(1,6),(2,3),(3,5),(5,6)}, 
вершина 4 является изолированной. 

Маршрут – такая последовательность вершин графа, что любые две 
соседние вершины последовательности соединены ребром. Если ребро 
ориентированное, то первая из этих двух вершин должна  быть его нача-
лом, а вторая – концом. При наличии в графе кратных ребер в описании 
маршрута кроме вершин должны указываться также ребра. 

Эти ребра называются ребрами маршрута; маршрут проходит через 
них, их число называется длиной маршрута. Маршрут соединяет первую 
вершину последовательности с последней. Эти вершины называются со-
ответственно началом и концом маршрута, остальные вершины – проме-
жуточными. Маршрут называется замкнутым, если его начало совпадает 
с концом. 

5 

4 3 2 
1 

Рис. 9.7  

6 

Рис. 9.6  

5 3 4 2 1 
a 

b 

c d e 

f 
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Путь – это маршрут, в котором все ребра различны. Путь называется 
простым, если и все вершины в нем различны. 

Цикл – это замкнутый путь. Цикл называется простым, если все его 
вершины  (кроме первой и последней) попарно различны.  

В графе на рисунке 9.8  ребра  2,1 ,  ,3,2  ,4,3  5,4 , 
 1,5  – ориентированные, ребра    3,1,4,1  – неориентиро-
ванные. В этом графе последовательность вершин пред-
ставляют собой: 

2,3,5,4  –  не маршрут; 
2,3,4,5,1,3,4– маршрут, но не путь; 
3,1,4,5,1,2–  путь, но не простой; 
1,3,4,1,2,3,1–  замкнутый маршрут, но не цикл; 

1,2,3,1,4,5,1–  цикл, но не простой; 
2,3,4,5,1,2 –  простой цикл. 
Иногда в графе выделяют некоторые вершины, 

называемые полюсами. Чаще всего рассматриваются 
двухполюсные графы, полюса которых в зависимо-
сти от прикладной области называются начало и ко-
нец либо источник и сток. Обычно такие графы 
считаются ориентированными. В таком графе любой 
путь, ведущий из начала в конец, называется полным. Так, в графе, пред-
ставленном на рис. 9.9, в котором вершина 1 – начало, а вершина 5 – ко-
нец, имеется три полных пути: 1,2,5; 1,5; 1,3,4,5. 

 
10. Общая и линейная алгебра 

 
10.1. Алгебраические системы 

Алгебраическая система определяется 
 одним или несколькими базовыми множествами элементов произволь-

ной природы; это могут быть числа, векторы, матрицы, функции (на-
пример, многочлены) и т.д.; 

 набором алгебраических операций с этими элементами; результатом 
выполнения операции с какими-то элементами-участниками является 
новый элемент; элементы-участники называются операндами. 

Каждая операция характеризуется количеством операндов, участвую-
щих в ней. Большинство операций являются бинарными или двухместны-
ми, встречаются унарные (одноместные) операции, а также тернарные 
(трехместные), операции с большим количеством операндов встречается 
редко. 

Операция называется частичной, если она не определена (не выпол-
нима) при некоторых значениях операндов.  

Рис. 9.9  
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Множество замкнуто относительно операции, если она выполнима 
при любых значениях операндов из этого множества и результат операции 
также принадлежит этому множеству. В противном случае множество не-
замкнуто относительно операции. 

Пусть на непустом базовом множестве M  задана бинарная операция 
. Для любых элементов x,yM результат операции z=xy, где zM, т.е. 
множество M замкнуто относительно операции . 

Операция  называется коммутативной, если для любых x,yM вы-
полняется равенство xy=yx.  

Элемент eM называется нейтральным относительно рассматривае-
мой операции , если для любого xM выполняются равенства xe=x и  
ex =x.  

Относительно сложения чисел нейтральным является число 0. 
Относительно умножения чисел нейтральным является число 1. 
Для произвольного элемента xM симметричным элементом называ-

ется такой xM, что x x =e и x x=e (существование нейтрального эле-
мента e предполагается). 

Относительно сложения чисел, где e=0, симметричным к числу x яв-
ляется число –x.  

Относительно умножения чисел, где e=1, симметричным к числу x 
является число x–1  (x=0 не должно входить в базовое множество M).  

Операция  называется ассоциативной, если для любых x,y,zM вы-
полняется равенство (xy)z=x(yz). 

Сложение и умножение чисел ассоциативны. 
Бинарная операция на конечном множестве может 

быть задана таблицей, в которой на пересечении строки, 
соответствующей элементу x, и столбца, соответствую-
щего элементу y, стоит элемент xy. Пример такой таб-
лицы для множества M={a,b}.  

Замкнутость множества относительно операции проявляется в 
том, что в таблице не должно быть "посторонних" элементов, отсут-
ствующих в заголовках строк и столбцов (в примере множество замк-
нуто). Для коммутативной операции таблица должна быть сим-
метрична относительно диагонали (в примере это свойство наруша-
ется). Ни a, ни b не является нейтральным элементом, операция ас-
социативна. 

Непустое множество M с заданной на нем бинарной операцией  на-
зывается группой G (G=(M, )), если эта операция 
 ассоциативна, т.е. выполняется равенство (xy)z=x(yz) для любых 

x,y,zM; 

 a b 

a a b 

b a b 
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 в множестве M имеется нейтральный элемент e такой, что для любого 
xM выполняются равенства xe=x и ex =x; 

 для всякого xM существует симметричный элемент xM такой, что 
x x =e и x  x =e. 
Если групповая операция  коммутативна, группа G=(M, ) называется 

коммутативной (или абелевой). 
Обозначения для основных числовых множеств: 
N – натуральные, Z – целые, Q – рациональные, R – действительные, 

C – комплексные. 
Примеры аддитивных групп: (Z, +), (Q, +), (R, +), (C, +). Эти группы 

коммутативны, в них нейтральный элемент – число 0, для произвольного 
числа x симметричным элементом является число –x.  

Примеры мультипликативных групп: (Q, ), (R, ), (C, ). Здесь Q  

(R, C) – множество рациональных (действительных, комплексных) чи-
сел, отличных от нуля. 

Группа G'=(M', ), где M'M, называется подгруппой группы  
G=(M, ).  

Для аддитивных групп (Z, +)  (Q, +)  (R, +)  (C, +). 
Для мультипликативных групп (Q, )  (R, )  (C, ). 
Пусть G1=(M1, ) и G2=(M2, ) – две группы на разных множествах и с 

разными операциями. Группы G1=(M1, ) и G2=(M2, )  изоморфны, если 
 существует взаимно однозначное отображение :M1M2,  
 для любых x,yM1 имеем (x  y)= (x)  ( y). 

Символически изоморфизм групп записывается так: G1 G2. 
Пример изоморфизма: (R+, )  (R, +), отображение : R+R задает-

ся формулой (x)=ln x. Так как ln (xy)= ln (x)+ln (y) , группы изоморфны. 
Кольцо – алгебраическая система с двумя бинарными операциями, ко-

торые называются и обозначаются сложением (+) и умножением (). Сим-
волически K=(M, +, ). Для операций должны выполняться следующие 
свойства: 
 относительно сложения: подсистема  (M, +) является коммутативной 

группой, она называется аддитивной группой кольца. Нейтральный 
элемент этой группы обозначается 0, элемент, симметричный x, обо-
значается –x; 

 умножение не обязательно коммутативно и ассоциативно, не обязатель-
но имеется нейтральный элемент и симметричные элементы. Если ум-
ножение коммутативно, кольцо также называется коммутативным, если 
умножение ассоциативно, кольцо называется ассоциативным; 
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 сложение и умножение связаны законами дистрибутивности: 
 x(y+z)=(xy)+(xz) и (y+z)x=(yx)+(zx). 

Кольцо K'=(M', +, ), где M'M, называется подкольцом в K=(M, +, ). 
Числовые кольца (Z, +, )  (Q, +, )  (R, +, )  (C, +, ), эти коль-

ца коммутативны и ассоциативны. 
Полем называется кольцо F=(M, +, ), в котором: 

 умножение ассоциативно и коммутативно, нейтральный элемент отно-
сительно умножения обозначается 1, элемент, симметричный для x 
относительно умножения, обозначается x–1; 

 нейтральные элементы относительно сложения и умножения различны, 
т.е. 01. Отсюда следует, что поле содержит не менее двух элементов; 

 элемент x–1 существует для любого x0.  
Подсистема (M*, ) ненулевых элементов поля с операцией умножения 

является группой, она называется мультипликативной группой поля. 
Поле F'=(M', +, ), где M'M, называется подполем в F=(M, +, ). 
Основные числовые поля и соотношения между ними:  

(Q, +, )  (R, +, )  (C, +, ). 
 

10.2. Линейные пространства и линейные преобразования 
Векторы – произвольные объекты, которые можно складывать и ум-

ножать на числа. При этом должны выполняться обычные свойства этих 
операций, известные из алгебры геометрических векторов. Сохраняются 
понятия линейной зависимости и независимости.  

Множество векторов V, замкнутое относительно сложения векторов 
и умножения вектора на число, называется векторным пространством.  

Базисом пространства называется линейно независимая система век-
торов, взятых в определенном порядке, через которую можно выразить 
любой вектор пространства. 

Размерностью пространства называется количество векторов в лю-
бом базисе этого пространства. 

Если вектор x выражается через базисные векторы e1, e2, … , en в виде 
линейной комбинации  

x = x1e1 + x2e2 + … + xnen, 
то коэффициенты x1, x2, … , xn  называются координатами вектора x в ба-
зисе e1, e2, … , en, само это выражение называется разложением вектора x 
по базису e1, e2, … , en. 

Если каждому вектору x пространства V поставлен в соответствие не-
который вектор (x) этого пространства, то говорят, что в пространстве за-
дано преобразование . Вектор (x) называется образом вектора x в преоб-
разовании , вектор x называется прообразом вектора (x). 
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Преобразование  называется линейным, если для любых двух векто-
ров  x  и  y  из V и для любого числа k выполняются условия 

(x + y) = (x) + (y), 
(kx) = k(x). 

Линейное преобразование  в базисе e1, e2, … , en  задается матрицей 
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в которой j-й столбец состоит из коэффициентов разложения базисного 
вектора ej по базису e1, e2, … , en. 

Если базис e1, … , en зафиксирован, то вектор x = x1e1 + … + xnen мож-

но записать в виде арифметического столбца 
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чем xAy   (произведение квадратной матрицы A на столбец x). 
Пример. Линейное преобразование двумерного пространства векто-

ров x = x1e1 + x2e2  задано формулой  y = (x) = (x1 + x2)e1 + (x1 – 2x2)e2. 
Найти матрицу преобразования A. 

Решение. Разложение вектора y = (x)  по базису: y = y1e1 + y2e2, где 
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