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ФУНКЦИИ   НЕСКОЛЬКИХ   ПЕРЕМЕННЫХ 
 

1. Основные понятия 
 

 Пусть имеется  n переменных величин, и каждому набору их значений 

 nххх ,...,, 21  из некоторого множества Х соответствует одно вполне опреде-

ленное значение переменной величины z. Тогда говорят, что задана функ-

ция нескольких переменных   nхххfz ,...,, 21 . 

Пример 1. Формула hRV  2  задает объем  V  цилиндра как функ-

цию двух переменных: R  - радиуса основания  и  h  - высоты цилиндра. 

Пример 2 . Сила тока I  участка электрической цепи, имеющей на-

пряжение U  и сопротивление R ,  выражается формулой  
R
UI  . Здесь I  

есть функция  двух переменных  U   и  R . 

Переменные nххx ,...,, 21  называются независимыми переменными или 

аргументами, z  - зависимой переменной, а символ f  означает закон соот-

ветствия. Множество Х, являющееся подмножеством n-мерного про-

странства,  называют областью определения функции. 

В данном пособии будем вести изложение в основном для функций 

двух переменных (n=2), при этом практически все понятия и теоремы, 

сформулированные для n=2, легко переносятся и на случай n>2. Однако 

рассмотрение случая двух переменных позволяет использовать наглядную 

геометрическую иллюстрацию основных понятий данной темы. 

Функцию двух переменных будем обозначать в дальнейшем 

),( yxfz  . Тогда ее область определения Х есть подмножество координат-

ной плоскости Оху.  
 

Пример 3. Найти область определения функции 
229

1
ух

z


 . 

Решение. Функция z  существует для тех пар значений 1x  и 2x , кото-

рые удовлетворяют неравенству  09 22  ух , откуда 922  ух , то есть 



  

представляет собой круг, не включая границу, с центром в начале коорди-

нат и радиусом  R=3.  

                         Рис. 1 

 Графиком функции двух пере-

менных ),( yxfz   называется 

множество точек трехмерного 

пространства ),,( zyx , координаты 

которых связаны соотношением 

),( yxfz  . 

График функции двух перемен-

ных представляет собой некото-

рую поверхность в трехмерном 

пространстве (см. рис. 1). 

Формально график можно определить и для функции, содержащей бо-

лее двух переменных. В этом случае он называется гиперповерхностью в  

(n+1)-мерном пространстве. О таком графике можно говорить только абст-

рактно, изобразить его на рисунке не представляется возможным. 

Как правило, построение поверхности оказывается довольно трудной 

задачей, да и сама поверхность обладает гораздо меньшей наглядностью, 

чем линия на плоскости. Поэтому в случае двух переменных для изучения 

поведения функции используют и другие, более наглядные инструменты. 

Одним из таковых являются линии уровня. Понятие линии уровня широко 

используется прежде всего в геодезии, картографии, при составлении си-

ноптических карт, а также при описании различных физических полей 

(температура, давление и пр.). 
 

Линией уровня функции двух переменных ),( yxfz   называется пло-

ская кривая, получаемая при пересечении графика этой функции плоско-

стью Сz  , где С - постоянная величина, параллельной координатной 

плоскости Оху. 



  

Обычно линии уровня, соответствующие различным значениям посто-

янной величины С, проецируются на одну плоскость, например на коорди-

натную плоскость Оху, тогда их удобно анализировать и с их помощью ис-

следовать сложный характер поверхности, описываемой функцией 

),( yxfz  . 

Итак, линии уровня функции ),( yxfz   - это семейство кривых на ко-

ординатной плоскости  Оху, описываемое уравнениями вида Сyxf ),( . 

 
                        Рис. 2 

 Обычно берут арифметическую про-

грессию чисел iС  с постоянной раз-

ностью h , тогда по взаимному распо-

ложению линий уровня можно полу-

чить представление о форме поверх-

ности, описываемой функцией 

),( yxfz  . Там, где функция изменя-

ется быстрее, линии уровня сгущают-

ся,  а  там,  где  поверхность  пологая,  

линии уровня располагаются реже (рис. 2). 
 
 

Пример 4. Найти и изобразить линии уровня функции уухz 222  . 

Решение. Линии уровня данной функции – это семейство кривых на 

плоскости Оху, описываемое уравнением Суух  222  или 

1)1( 22  Сух . Это уравнение описывает семейство окружностей с цен-

тром в точке (0,1) и радиусом 1С ; точка (0,1) – это вырожденная линия 

уровня, соответствующая минимальному значению функции  z =-1 (рис. 3). 

 Рис. 3 



  

           2. Предел и непрерывность функции двух переменных 

Большая часть понятий математического анализа, определенных ранее 

для функций одной переменной, может быть перенесена на случай двух 

переменных. 

 -окрестностью точки ХухМ ),( 000  называется круг, с центром в 

точке 0М  и  радиусом   . 

Пусть  функция  ),( yxfz   определена в некоторой окрестности точ-

ки ),( 00 ух , за исключением,  может быть, самой этой точки. Число А на-

зывается пределом функции ),( yxfz   при 0хх   и 0уу   (или в точке 

),( 00 ух ), если для любого, сколь угодно малого положительного числа 0 , 

найдется положительное число 0  (зависящее от  ), такое, что для 

всех точек из  -окрестности точки ),( 00 ух , выполняется неравенство 

 |),(| Ayxf . 

Обозначается предел так: Ayxf
yy
xx





),(lim
0
0

. 

Геометрический смысл предела функции двух переменных состоит в 

следующем: каково бы ни было число 0 , найдется  - окрестность точ-

ки ),( 00 ух , что во всех ее точках ),( ух , отличных от ),( 00 ух , аппликаты со-

ответствующих точек поверхности ),( yxfz   отличаются от числа А по 

модулю меньше, чем на  . 

Пример. Найти предел 
22

22

0
0

)1ln(lim
yx

yx

y
x 






. 

Решение. Обозначим  22 ух . Условие  0х , 0у  равносильно 

тому, что 0. Тогда данный предел запишется в виде  

0
1

)2(
1

1

'
)'1ln(

0
0)1ln()1ln( 2

0

2

0

2

022

22

0
0

limlimlimlim 































yx
yx

y
x

. 



  

Полным приращением функции ),( yxfz   в точке ),( 00 ух  называет-

ся выражение ),(),( 00 yxfyxfz  , где ),( yx - любая точка из области оп-

ределения функции. 

Обозначим  0xxх  , 0ууу  , тогда  ),(),( 0000 yxfуyхxfz  . 

Функция ),( yxfz   называется непрерывной в точке ХухМ ),( 000 , 

если ее полное приращение в этой точке стремится к нулю при 0х  и 

0у , то есть 0lim
0
0





z
y
x

. 

 

3. Частные производные и дифференцируемость   

функции двух переменных 
 

Частным приращением функции ),( yxfz   в точке ),( 00 ух  по пере-

менной  х  называется выражение ),(),( 0000 yxfyхxfzх  .  

Частным приращением функции ),( yxfz   в точке ),( 00 ух  по пере-

менной  у  называется выражение ),(),( 0000 yxfуyxfzу  .  

Частной производной от функции ),( yxfz   по переменной х назы-

вается предел отношения частного приращения zх  к приращению х  ар-

гумента х при стремлении х  к нулю. 

Обозначают частные производные одним из символов  

xz ' ,      
x
z

      или    ),( yxf

x
 . 

Итак, по определению 
x

yxfyxxf
x
z

x 








),(),(lim
0

. 

Аналогично определяется частная производная по переменной у: 

y
yxfyyxf

y
z

y 








),(),(lim
0

. 

Из определения частных производных следует, что их нахождение 

сводится к обычному дифференцированию данной функции одной выде-

ленной переменной при условии, что все остальные переменные считаются 

константами. 



  

Пример.  Найти частные производные функций: а) 43 sin yyxz  ,        

б) yxz  . 

Решение. а) 43 sin yyxz  . Чтобы найти частную производную по х, 

считаем у постоянной величиной. Таким образом, yх
x
z sin3 2 

 . Аналогич-

но, дифференцируем по у, считая х постоянной, то есть  33 4cos yyх
y
z



 . 

б)  yxz  . При фиксированном у имеем степенную функцию от х. Та-

ким образом,  1

 уху
x
z . При фиксированном х функция является показа-

тельной относительно у и xx
y
z y ln

 . 

 

Функция ),( yxfz  называется дифференцируемой в точке ),( 00 ух , ес-

ли ее полное приращение в этой точке может быть представлено в виде  

                                      yxyВxАz   ,                                 (1) 

где      и   - бесконечно малые при  0х , 0у  функции.  
 

Теорема 1. (Критерий дифференцируемости функции) Функция ),( yxfz   

дифференцируема в точке ),( 00 ух  тогда и только тогда, когда она имеет 

непрерывные частные производные 
x
z

  и 

y
z

 , причем  А

x
z



 , В

y
z



 . 

 В силу теоремы 1, равенство (1) можно записать в виде  

                                         yxy
y
zx

x
zz 








  ,                             (2) 

 

4.  Дифференцирование сложных   функций 
 

Пусть  задана функция ),( yxfz  , где переменные x  и y , в свою оче-

редь, являются функциями  независимой переменной )(),(: tyytxxt  . 

Тогда функция )](),([ tytxfz   будет сложной функцией независимой пере-

менной  t , а переменные  x  и y  будут для нее промежуточными перемен-

ными.  



  

Теорема 1. Если функции )()( tyyиtxx     дифференцируемы в точке 

t , а функция ),( yxfz   дифференцируема в точке  )();( tytxM ,  то сложная 

функция )](),([ tytxfz    также дифференцируема в точке t , причем  

                                     
dt
dy

y
z

dt
dx

x
z

dt
dz









  .                                         (1) 

Пример 1. Найти  
dt
dz , где tyttx

y
xz  ,2,cos 2 . 

Решение.  Найдем сначала 
dt
dy

dt
dx

y
z

x
z ,,,





 :  

yy
x

x
z 1)sin( 

 ,        )()sin( 2y

x
y
x

y
z



 ,       t

dt
dx 22  ,      

tdt
dy

2
1

 . 

Тогда, согласно формуле (1), имеем  





































ty

x
y
xt

yy
x

dt
dy

y
z

dt
dx

x
z

dt
dz

2
1sin)22(1sin 2

 








 








 








 


tt
tt

t
ttt

tt
tt

2
122sin)22(12sin

222

 

 t
tt

tt 5,1112sin
2








 
 . 

Рассмотрим  более общий случай. Пусть   ),( yxfz   - функция двух пере-

менных x  и y , которые, в свою очередь, зависят от двух или большего 

числа переменных. Например, пусть ),(),,( vuyyvuxx  . Тогда функция 

)],(),,([ vuyvuxfz  будет сложной функцией независимых переменных u и v .  
 

Теорема 2. Если функции ),(),,( vuyyvuxx     дифференцируемы в 

точке ),(' vuM , а функция ),( yxfz   дифференцируема в точке  yxM ; , где  

),(),,( vuyyvuxx  , то сложная функция )],(),,([ vuyvuxfz     дифференци-

руема в точке ),(' vuM , причем ее частные производные находятся по 

формулам 

                                     

v
y

y
z

v
x

x
z

v
z

u
y

y
z

u
x

x
z

u
z







































.                                      (2) 



  

 

Пример 2. Найти  
v
z

u
z





 , , где   

v
uyvuxyxz  ,2,32 . 

Решение.  Найдем сначала 
v
y

u
y

v
x

u
x

y
z

x
z

















 ,,,,, :  

32xy
x
z



 ,       223 yx

y
z



 ,       1



u
x ,       2



v
x ,     

vu
y 1



 ,      2v

u
v
y



 . 

Тогда, согласно формулам (2), имеем: 

 




















































2

2
2

3

2
223

2
2

3
223

)2(3)2(4322

1)2(3)2(21312

v
u

v
uvu

v
uvu

v
uyxxy

v
z

vv
uvu

v
uvu

v
yxxy

u
z

. 

 

5.  Дифференцирование неявных   функций 
 

 Функция ),( yxfz   называется  неявной,  если она задается уравне-

нием    

                                                 0),,( zyxF ,                                                 (1) 

неразрешенным относительно z .  Найдем частные производные  
х
z

  и 

y
z

  

неявной функции z , заданной уравнением  (1). Для этого, подставив в 

уравнение  вместо z  функцию ),( yxf , получим тождество 0)),(,,( yxfyxF . 

Частные производные  по x  и по y  функции, тождественно равной нулю, 

также равны нулю: 

0)),(,,( 















x
z

z
F

x
FyxfyxF

x
, 

0)),(,,( 















y
z

z
F

y
FyxfyxF

y
. 

 Откуда   

                                       
/

/

z

x

F
F

х
z



   и    

/

/

z

y

F
F

y
z



    ( 0/ zF ).                             (2) 

 

 



  

Пример. Найти  
y
z

x
z





 ,  , где   012  yxze z . 

Решение.  Здесь  ),,( zyxF 12  yxze z ,  xyFx 2/  ,  2/ xFy  , 

1/  z
z eF . Тогда по формуле (2) имеем: 

1
2






ze
xy

x
z ,    

1

2







ze
x

y
z . 

 

6. Касательная плоскость и нормаль к поверхности 
 

 Пусть  функция ),( yxfz  ,  дифференцируемая  в точке ),( 00 ух , зада-

ет    в    пространстве    поверхность    S .   Пересечем     эту      поверхность  

 
                     Рис. 4 

 плоскостями 0хх   и  0уу      

(см. рис.4). Плоскость 0хх    

пересекает поверхность  S  по 

некоторой линии )(0 yz , уравне-

ние  которой    получается под-

становкой    в  выражение     ис-

ходной     функции       ),( yxfz   

вместо x  числа 0х . Точка )),(,,( 00000 yxfухМ  принадлежит кривой )(0 yz . В 

силу дифференцируемости функции ),( yxfz   в точке 0М  функция 

)(0 yz также является дифференцируемой в точке 0уу  . Следовательно, в 

этой точке плоскости 0хх   к кривой )(0 yz  может быть проведена каса-

тельная 1l . Проводя аналогичные рассуждения для сечения 0уу  , постро-

им  касательную 2l  к кривой )(0 xz  в точке 0хх  . Прямые 1l  и 2l   опре-

деляют плоскость  , которая называется касательной плоскостью  к по-

верхности S  в точке 0М . 

Прямая, проходящая через точку  ),,( 0000 zухМ   и перпендикулярная 

касательной плоскости, построенной в этой точке поверхности,  называ-

ется нормалью к поверхности в точке ),,( 0000 zухМ . 



  

 Теорема. Если функция  ),( yxfz   дифференцируема в точке ),( 00 ух , 

то касательная плоскость к поверхности, заданной уравнением  

),( yxfz  , в точке  ),,( 0000 zухМ  определяется уравнением 

                             )(),()(),( 000
/

000
/

0 yyyxfxxyxfzz yx  ,                (1) 

а нормаль к этой поверхности в заданной точке имеет уравнение  

                                         
),( 00

/
0

yxf
xx

x

 =
),( 00

/
0

yxf
yy

y

 =
1

0


 zz  .                          (2) 

 

Если поверхность задана неявно уравнением 0),,( zyxF  и  функция 

),,( zyxF  дифференцируема в точке ),,( 0000 zухМ , то касательная плоскость 

к этой поверхности в точке  ),,( 0000 zухМ  определяется уравнением       

 0))(,,()(),,()(),,( 0000
/

0000
/

0000
/  zzzyxFyyzyxFxxzyxF zyx ,          (3) 

а нормаль к этой поверхности в заданной точке имеет уравнение  

                       
),,( 000

/
0

zyxF
xx

x

 =
),,( 000

/
0

zyxF
yy

y

 =
),,( 000

/
0

zyxF
zz

z

  .                          (4) 

 

Замечание. Формулы касательной плоскости и нормали к поверхности 

получены для обыкновенных, то есть  не особых точек поверхности. Точка 

0М  поверхности называется особой, если в этой точке все частные произ-

водные равны нулю или хотя бы одна из них не существует. Такие точки 

мы не рассматриваем. 
 

Пример. Составить уравнение касательной плоскости и нормали к по-

верхности: а) 22 yxz   в точке )2,1,1(0 М , б) 2 2 24 2 6x y z    в точке  

)3,2,2(0М .  

Решение.  а) Поверхность задана явно, поэтому воспользуемся форму-

лами (1), (2). Здесь xf x 2/  , 212)2,1,1(/ xf ,  yf y 2/  , 2)1(2)2,1,1(/ yf . 

Тогда искомое уравнение касательной плоскости имеет вид: 

))1(()2()1(22  yxz  или  0222  zyx  и уравнение нормали:  

2
1x =

2
1


y =

1
2


z . 



  

б) Поверхность задана неявно, поэтому воспользуемся формулами (3), 

(4). Здесь 624),,( 222  zyxzyxF , xFx 2/  , 422)3,2,2(/ xF ,  yFy 8/  , 

1628)3,2,2(/ yF , zFz 4/  , 1234)3,2,2(/ zF . Тогда искомое уравнение 

касательной плоскости имеет вид: 0)3(12)2()16()2(4  zyx  или  

0334  zyx  и  уравнение нормали:  
4

2x =
16

2

y =

12
3z . 

 

7. Полный дифференциал функции двух переменных и 

 его геометрический смысл 
 

Дифференциалом  dz  дифференцируемой в точке ),( 00 ух  функции 

),( yxfz   называется главная линейная часть полного приращения этой 

функции в точке ),( 00 ух , то есть  

                                                  у
y
zх

х
zdz 








 .                                    (1) 

Если положить хz  , то xухdxdz  01 , то есть  xdx  . Ана-

логично, полагая уz  , получим, что уdу  . Таким образом, дифферен-

циалы независимых переменных совпадают с приращениями этих пере-

менных, то есть  

                                                     dу
y
zdх

х
zdz 








 .                                  (2) 

 

Геометрический смысл диффе-

ренциала: если полное приращение 

функции z  представляет геометриче-

ски приращение АС аппликаты по-

верхности ),( yxfz  , то дифференциал  

функции  dz  есть приращение АВ ап-

пликаты касательной плоскости к по-

верхности  ),( yxfz    в данной точке,  
 

                                  Рис. 5 

когда переменные x  и y  получают приращения  x  и y  (см. рис.5).   



  

Напомним, что если функция ),( yxfz   дифференцируема в точке 

),( 00 ух , то ее полное приращение в этой точке может быть представлено в 

виде   

yyxxухyyx
y
zxyx

x
zz 








 ),(),(),(),( 0000                    (3) 

Из соотношений (2) и (3) следует, что при достаточно малых  || x  и 

|| y  имеет место приближенное равенство dzz  . Отсюда получаем фор-

мулу приближенных вычислений: 

yyxfxyxfyxfуyхxf yx  ),(),(),(),( 00
/

00
/

0000               (4) 
 
 

Пример.  Вычислить приближенно  01,198,1ln  . 

Решение. Рассмотрим функцию   yxyxf  ln),( . Тогда 

   yyxx  00 )(ln01,198,1ln , где 01,0,1,02,0,2 00  yyxx . 

Воспользуемся формулой  (4), предварительно найдя /
xf  и /

yf : 

yx
f x




1/ ,    1
12

1)1,2(),( /
00

/ 


 xx fyxf  , 


















yyx
f y 2

11/ ,   5,0
12

1
12

1)1,2(),( /
00

/ 












 yy fyxf . 

Следовательно,   01,198,1ln   025,001,0)5,0()02,0(112ln  . 

Для сравнения: используя микрокалькулятор, находим: 

  025305051,001,198,1ln  . 
 

8.  Производная по направлению. Градиент 
 

Пусть функция ),( yxfz   опре-

делена в некоторой окрестности точ-

ки  ),( 000 ухМ . Рассмотрим некоторое 

направление, задаваемое единичным 

вектором }sin,{cos}cos,{cos  l .  

На   прямой,   проходящей   по  этому   

 

 
                           Рис. 6 



  

направлению  через   точку   ),( 000 ухМ ,   возьмем   точку   ),( 00 yyxxM  . 

Обозначим   длину  отрезка   MM 0    через  22 )()( ухl  , если   векто-

ры   l  и    MM 0   одинаково направлены, и 22 )()( ухl  , если  век-

торы l  и    MM 0    противоположно     направлены.   Функция   z    полу-

чит приращение     ),(),( 0000 yxfyyxxfzl  ,     где     x    и   y  свя-

заны   соотношениями   coslx  , sinly  .  Приращение  

),(),( 0000 yxfyyxxfzl      называется     приращением    функции 

z  в   данном   направлении l   (см. рис.6). 

  

Производной 
l
z

   по направлению  l  функции двух переменных 

),( yxfz   называется предел отношения приращения  функции в этом на-

правлении к величине перемещения l  при стремлении последней к нулю, 

то есть  

l
z

l
z l

l 






 0
lim . 

 Производная  
l
z




  характеризует скорость изменения функции в на-

правлении  l . 
 
 

Теорема. Если функция  ),( yxfz   дифференцируема в точке ),( 00 ух , 

то производная 
l
z

   по направлению }sin,{cos l  в точке ),( 00 ух   оп-

ределяется формулой 

            sin),(cos),(),( 00
/

00
/

00 

 yxfyxfyx

l
z

yx .                  (1)     

 



  

      Замечание.  Если направление  l   задано вектором   },{ 21 aaa  , то 

производная   
l
z

  функции      ),( yxfz    по направлению  l   может быть 

подсчитана по формуле  

  2
2

2
1

2
00

/

2
2

2
1

1
00

/
00 ),(),(),(

aa
ayxf

aa
ayxfyx

l
z

yx









.             (2)  

  
  

Пример 1.  Найти производную от функции 4 33z x xy y    в точке 

М(1,2) в направлении, составляющим с осью Ох угол в 060 . 

 Решение. Направление задано углом наклона к оси Ох, поэтому вос-

пользуемся формулой  (1).  

 yxf x  3/ 12 ,    102112)2,1(),( 3/
00

/  xx fyxf  , 

2/ 3yxf y  ,   11231)2,1(),( 2/
00

/  yy fyxf , 

35,5535,0115,01060sin1160cos10)2,1( 

 

l
z

. 

 

 

Пример 2.  Найти производную от функции )2ln( 2 yxz   в точке 

М(1;2) найти производную по направлению jia 43  . 

 Решение. Направление задано координатами вектора a , поэтому 

воспользуемся формулой  (2).  

 yx
xf x 2

2
2

/


 ,    4,0

221
12)2,1(),( 2

/
00

/ 



 xx fyxf  , 

yx
f y 2

2
2

/


 ,   4,0

221
2)2,1(),( 2

/
00

/ 


 yy fyxf , 

08,0
)4(3

44,0
)4(3

34,0)2,1(
2222













l
z

. 

 

 

 

 



  

Рассмотрим понятие градиента функции ),( yxfz  . 

Градиентом zgrad  функции ),( yxfz   называется вектор с коорди-

натами },{ //
yx ff .  

Свойства градиента 

1. Производная функции ),( yxfz   по направлению l  есть скаляр-

ное произведение градиента  zgrad   и   единичного   вектора 

}cos,{cos l , задающего направление l . 

ezgrad
l
z



  

2. Градиент  zgrad   функции ),( yxfz  в данной точке характеризует 

направление  максимальной скорости изменения функции в этой точке, 

причем    2/2/|| yx ffgradz
gradz

z





. 

3. Если градиент zgrad  дифференцируемой функции ),( yxfz   в 

точке ),( 000 ухМ  отличен от нуля, то вектор zgrad  перпендикулярен линии 

уровня, проходящей через данную точку. 
 
 

Пример 3.  Найти градиент функции 4 33z x xy y    в точке М(1,2). 

 Решение. Находим  

yxf x  3/ 12 ,    102112)2,1(),( 3/
00

/  xx fyxf  , 

2/ 3yxf y  ,   11231)2,1(),( 2/
00

/  yy fyxf . 

Следовательно, }.11,10{)2,1( zgrad  
 

Замечание. Из курса физики известно, что силовой характеристикой 

электрического поля является напряженность. Она численно равна силе, 

действующей на единичный положительный заряд: 

Q
FE ||||  . 



  

Энергетической характеристикой электрического поля является по-

тенциал  . Он характеризует потенциальную энергию, которой обладал бы 

положительный единичный заряд, помещенный в данную точку поля. 

Силовая и энергетическая характеристики поля связаны между собой: 

gradE  . 

Пример 4.  Найти напряженность E  поля, потенциал которого равен  

yshx  22cosln  . 

Решение. Вычислим частные производные функции   : 

)()(cos
)2sin(

2 22
/

yshx
x

x 



 ,       
)()(cos

)2(
2 22

/

yshx
ysh

y 



 . 

Таким образом,  

gradE       jyshix
yshx

ji yx 


 )2()2sin(
)()(cos2

'' 22 


 . 

 

9. Частные производные высших порядков. 

Экстремумы функции двух переменных 
 

 Если частные производные /
xf  и  /

yf  функции ),( yxfz   сами явля-

ются дифференцируемыми функциями, то можно найти также и их част-

ные производные, которые называются частными производными второго 

порядка, то есть  

 ////
xxxx ff  ,       ////

yxxy ff  ,      ////
xyyx ff  ,       ////

yyyy ff  . 

Аналогично определяются частные производные 3-го, 4-го и т.д. по-

рядков. Частная производная второго и более высокого порядка, взятая по 

различным переменным, называется смешанной частной производной. 

Имеет место следующая теорема.  
 

Теорема  Шварца. Если частные производные второго порядка функ-

ции ),( yxfz   непрерывны в точке ),( 000 ухМ , то в этой точке смешанные 

частные производные равны, то есть ),(),( 00
//

00
// yxfyxf yxxy  . 



  

Пример 1.  Найти частные производные второго порядка функции 
4 33z x xy y   . 

 Решение. Так как yxf x  3/ 12 ,    2/ 3yxf y  ,   то 

  2/3// 3612 xyxf xxx  ,               112
/3//  yxy yxf , 

  13
/2//  xyx yxf ,                 yyxf yyy 63

/2//  . 

Понятие максимума, минимума, экстремума функции двух перемен-

ных аналогичны соответствующим понятиям функции одной переменной. 

Пусть  функция  ),( yxfz   определена в некоторой окрестности точки 

),( 00 ух . Точка ),( 00 ух называется точкой максимума (минимума) функции 

),( yxfz  , если существует такая  - окрестность точки ),( 00 ух , что во всех 

ее точках ),( ух , отличных от ),( 00 ух , выполнятся неравенство 

),(),( 00 yxfyxf      ( ),(),( 00 yxfyxf  ). 

На рисунке 7: 1N  - точка макси-

мума, а 2N  - точка минимума функ-

ции ),( yxfz  . Максимум и минимум 

функции называются ее экстрему-

мами.  
                            Рис. 7 

 

 

Теорема (необходимые условия экстремума).  Если в точке ),( 00 ух  

дифференцируемая функция ),( yxfz   имеет экстремум, то ее частные 

производные в этой точке равны нулю: 0),( 00
/ ухf x , 0),( 00

/ ухf у . 
 

Геометрически равенства 0),( 00
/ yxf x  и 0),( 00

/ yxf y  означают, что в 

точке экстремума функции    касательная плоскость к поверхности, изо-

бражающей функцию ),( yxfz  , параллельна плоскости Оху , так как урав-

нение касательной плоскости есть 0zz  . 
 



  

Замечание.  Функция может иметь 

экстремум в точках, где хотя бы одна из 

частных производных  не существует. 

Например, функция  221 ухz   имеет 

максимум в точке  0х , 0у  (см. рис. 8), 

но не имеет в этой точке частных произ-

водных. 

 
          Рис. 8 

 

Точки, в которой  частные производные первого порядка функции 

),( yxfz   равны нулю, то есть 0/ xf  и 0/ yf ,  и точки, в которых хотя бы 

одна частная производная не существует, называются критическими 

точками. 

В критических точках функция ),( yxfz   может иметь экстремум, а 

может и не иметь. Условия 0/ xf  и 0/ yf  являются необходимыми, но не 

достаточными условиями существования экстремума. Так,  например, для  

функции  22 yxz   точка (0,0) яв-

ляется критической (в ней xz x 2/   и  

yz y 2/   обращаются в ноль), одна-

ко, очевидно, никакого экстремума 

в этой точке нет (см. рис. 9). 
 

                    Рис. 9 
 

Теорема (достаточные условия экстремума).  Пусть в некоторой 

окрестности стационарной точки ),( 00 ух   функция  ),( yxfz   имеет не-

прерывные частные производные до второго порядка включительно при-

чем Ayxf xx ),( 00
// ,  Byxf xy ),( 00

// ,  Cyxf yy ),( 00
// . Обозначим  

2
00 ),( BAC

CB
BA

yx  . 

Тогда:  

1) если 0),( 00  yx ,  то функция ),( yxfz   в точке ),( 00 ух  имеет экс-

тремум: максимум, если  0A , и  минимум, если 0A ; 



  

2) если 0),( 00  yx , то функция ),( yxfz   в точке ),( 00 ух  экстремума 

не имеет; 

3) если 0),( 00  yx , то экстремум в точке ),( 00 ух  может быть, мо-

жет не быть. Необходимы дополнительные исследования. 
 

Пример 2.  Найти  точки экстремума  функции 4323 yxyxz  . 

 Решение. 1) Найдем  частные производные первого порядка: 
2/ 36 хxyf x  ,    32/ 43 yxf y  .   Точки, в которых частные производные 

не определены отсутствуют.  

2) Найдем стационарные точки, решая систему уравнений:  











.043
,036

32

2

ух
хху

 

Отсюда получаем две точки: )3,6(1М  и )0,0(2М . 

3) Находим частные производные второго порядка данной функции: 

хyf xх 66//  ,    хf xy 6//  ,   2// 12yf yy  . 

4) В точке )3,6(1М  имеем: 186636 A ,  3666 B ,  

108312 2 C ,   отсюда 064836)108(18)3,6( 2  , то есть 

)3,6(1М  - точка   экстремума. Так   как  018 A , то )3,6(1М  - точка   мак-

симума. 

В точке )0,0(2М : 0A ,  0B ,  0C , отсюда 0)0,0(  . Проведем   

дополнительное   исследование. Значение функции 4323 yxyxz   в точ-

ке )0,0(2М  равно  нулю. Рассмотрим   точки   из окрестности точки 

)0,0(2М  такие, что 0х , тогда 0),0( 4  yухz , а теперь рассмотрим 

точки из  той же окрестности, но с условием  0у , 0х : 

0)0,0( 3  xухz . Таким образом,  в любой окрестности точки 

)0,0(2М  функция  4323 yxyxz   принимает как отрицательные, так и 

положительные   значения.  Следовательно,  в точке  )0,0(2М  функция экс-

тремума не имеет. 



  

10. Наибольшее и наименьшее значение функции  

в замкнутой области 
 

Пусть функция  ),( yxfz   определена и непрерывна в ограниченной 

замкнутой области D . Тогда она достигает в некоторых точках D  своего 

наибольшего и наименьшего значений. Эти значения достигаются функци-

ей в точках, расположенных внутри области D , или в точках, лежащих на 

границе области. 
 
 

Алгоритм нахождения наибольшего и наименьшего значений  

дифференцируемой в области D  функции ),( yxfz  : 

1) Найти все критические точки функции, принадлежащие D , и вы-

числить значения функции в них; 

2) Найти наибольшее и наименьшее значения функции ),( yxfz   на 

границах области; 

3) Сравнить все найденные значения функции и выбрать из них наи-

большее и наименьшее. 
 

 

Пример 1. Найти наибольшее и наименьшее значение функции  

хухуyxz  22  в замкнутой области, ограниченной линиями: 1x , 2x , 

5,1у , 
х

у 1
 . 

Решение. Здесь  yyxyz х  2/ 2 ,  xxxyzy  2/ 2 . 

1) Находим все критические точки: 


















.0)12(
,0)12(

,02
,02

2

2

yxx
yxy

xxxy
yyxy  

Решением системы являются точки )0,0( , 

)0,1( , )1,0(  , )
3
1,

3
1(  . Ни одна из найденных 

точек не принадлежит области D .                Рис. 10 



  

2) Исследуем функцию хухуyxz  22  на границе области, состоя-

щей из участков АВ , ВС , СЕ  и ЕА  (см. рис. 10). 

а)  На участке АВ : 1x ууz 22  , где 



 1;

2
3у , 22/  уz y , 

1022  yу . Значения функции 1)1(2)1()1( 2 z ,  

4
3)

2
3(2)

2
3()

2
3( 2 z ,   3121)1( 2 z . 

б)   На участке ВC : 
x

y 1
 11


x

xz , где  2;1x , 2
/ 11

x
z x  , 

 2;11,1011 212  xx
x

. Значения функции 31
1
11)1( z ,  

5,31
2
12)2( z . 

в)   На участке CE : 2x yyz 62 2  , где 





2
1;

2
3y , 64/  yz y , 

2
3064  yy . Значения функции 5,4)

2
3(6)

2
3(2)

2
3( 2 z ,  

5,3)
2
1(6)

2
1(2)

2
1( 2 z . 

г)  На участке АE : 
2
3

у
4

3
2

3 2 ххz  , где  2;1х , 
4
33/  хz х , 

 2;1
4
10

4
33  хх . Значения функции 

4
3

4
13

2
13)1(

2







z ,  

5,4
4

23
2
23)2(

2







z . 

3) Сравнивая полученные результаты, имеем:  

5,3)
2
1;2(  zzнаиб  

5,4)
2
3;2(  zzнаим . 

 

Замечание.  Площадь поперечного сечения канала называют его жи-

вым сечением, а длину Р границы такого сечения называют смоченным 

периметром канала. С помощью теоретических расчетов и эксперимента 



  

установлено [7], что из всех каналов с заданным живым сечением наи-

большей пропускной способностью и одновременно наименьшей фильтра-

цией отличаются каналы с наименьшим смоченным периметром. Про та-

кие каналы говорят, что они имеют гидравлически наивыгоднейший про-

филь. 

 Наиболее часто сооружают каналы, а также оросительные и водо-

сточные канавы трапециидальной формы ( АВ=CD, см. рис. 11). 

Рис. 11 

 

Пример 2. Найти наивыгоднейший с точки зрения гидравлики про-

филь канала трапецеидальной формы.   

Решение.  Найдем  размеры поперечного сечения канала заданной 

площади S  с наименьшим периметром. Пусть АВ=CD=y, хАВС  , 

BC=z. 

Тогда  P=2y+z,   S=   xyxyz sincos . Выразив z из второй формулы и 

подставив в первую, получим:  P=  
xy

Syx
sin

cos2  . 

Таким образом, требуется найти такую точку  00 , ух  из области 

}0,
2

0/),{(  yxyxD  , в которой функция P(х,у) принимает наимень-

шее значение.  

Найдя частные производные функции P(х,у) и приравняв их к нулю, 

получим систему уравнений: 











.cossinsin2
cossin
22

32

Sxxyxy
xSxy  



  

Подставив вместо S в первое уравнение этой системы левую часть 

второго уравнения, получим 5,0cos x  или 
30


x , тогда 
40 27
2 Sy  . 

В рассматриваемой области D  функция P(х,у) имеет единственную 

критическую точку 







4 27
2;

3
S , значение функции в ней равно P= 4 248S . 

Исследуем функцию P(х,у) на границе области D : 

1) 
2


x , 0у . Имеем P(
2
 ,у)= 22'2

y
SP

y
Sy y  .  

2
02 2

Sy
y
S

 .  

Тогда P 








2
;

2
S = );(48)22( 00

4 2 yxPSS  . 

2) При приближении точки (х,у) к прямым  х=0 и  у=0, а также при 

удалении в бесконечность по у функция  P(х,у) неограниченно возрастает. 

Поэтому точку  00 , ух  можно окружить таким прямоугольником 

},
2

/),{(1 dyсxаyxD 
 , что вне его и на его границе 

 00 ,);( ухPyxP  .  

Отсюда следует, что  00 , ухP  - наименьшее значение функции );( yxP  в 

области 1D , и оно же будет наименьшим значением этой функции  в облас-

ти D . 

Итак,  функция );( yxP  имеет наименьшее значение при  
3


x ,  
4 27
2 Sy  . 

Из равенства S=   xyxyz sincos  находим 
4 27
2 Syz  . Таким образом  в 

трапеции  ABCD     AB=ВC=СD  и   120АВС . 
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



  

Контрольные задания 
Задание № 1 

Найти уравнения и  построить линии уровня функции  ),( yxfz  : 

1.1  2хуz   

1.2  у
хz   

1.3  2

2

х
хуz 

  

1.4  уухz  2  

1.5  х
уz   

1.6  1 ухz  

1.7  ухуz   

1.8  ухz   

1.9  хуz  2  

1.10 3х
уz   

 

Задание № 2 

Для функции ),( yxfz   в точке ),( 000 yxM  найти: а) градиент, б) 

производную по направлению вектора a . 
 

2.1  ухz 23 2  ,  )3;1(0 M ,   8;6a  

2.2  )23ln( yxz  ,  )2;1(0 M ,   4;3 a  

2.3  x
yarctgz  ,  )1;1(0M ,   12;5a  

2.4  22 yx
yxz




 ,  )2;1(0 M ,   2;1a  



  

2.5  уxхyz 33  ,  )3;1(0M ,   1;2 a  

2.6  ухz cos2  ,  )
2

;1(0
M ,   12;5 a  

2.7  )sin( хуz  ,  )1;1(0M ,   1;1 a  

2.8  )ln( 2yхz  ,  )4;3(0M ,   8;6 a  

2.9  122 


yx
xyz ,  )1;0(0M ,   1;1 a  

2.10 )sin( yxz  ,  )
4

;
2

(0
M ,   4;3 a  

 

Задание № 3 

Составить уравнение касательной плоскости и нормали к поверхности  

),( yxfz   в точке ),,( 0000 zyxM : 
 

 3.1  22 21 ухz  ,  )4;1;1(0M  

3.2  1222  zух ,  )3;2;2(0M  

3.3  )ln( 22 ухz  ,  )0;0;1(0M  

3.4  22 21 ухz  ,  )4;1;1(0M  

3.5  01864222  zyxzyx ,  )2;2;1(0M  

3.6  xxyyxxz  24 2 , )2;0;1(0M  

3.7  016232 222  xzyzxyzyx ,  )3;2;1(0M  

3.8  2 2 22 3 6x y z   , )1;1;1(0 M  

3.9  2 2 24 2 6x y z   , )3;2;2(0M  

3.10  343 yxyxz  ,  )9;2;1(0M  

 

 



  

Задание № 4 

С помощью дифференциала найти приближенное значение числового 

выражения: 
 

4.1  98,73 )04,1(98,7   

4.2  3 22 1)06,1()97,4(   

4.3  )103,198,0ln( 23   

4.4  23 )96,1()03,5(
03,5
  

4.5  2

2

)97,2(
)04,3(arctg  

4.6  5 52 15)96,0()03,4(   

4.7  )896,0)02,2ln(( 53   

4.8  34 )03,2()97,2(
6
  

4.9  )96,002,8ln(3   

4.10    03,4
3 97,02   

 

Задание № 5 

Для  функции ),( yxfz   найти точки экстремума. 
 

5.1  126),( 22  yуxхyxf  

5.2 242),( 22  yуxхyxf  

5.3  386),( 22  yуxхyxf  

5.4  422),( 22  yуxхyxf  

5.5  564),( 22  yуxхyxf  

5.6  628),( 22  yуxхyxf  



  

5.7  7210),( 22  yуxхyxf  

5.8  862),( 22  yуxхyxf  

5.9  9810),( 22  yуxхyxf  

5.10  1042),( 22  yуxхyxf  
 

Задание № 6 

Найти наибольшее и наименьшее значение функции ),( yxfz    в  

замкнутой области  D . 
 

6.1  yxуxxyz 44996 22  ,  20,10:  yxD  

6.2    22  xxyz ,  44,0: 2  xyyD  

6.3   yуxxyz 844 22  ,  2,2,0:  yxyxD  

6.4   xуxxyz 42 22  ,  2,0,0:  xyyxD  

6.5  2253 уxxyz  ,  11,11:  yxD  

6.6  xуxz  25,0 ,  8,2: 2  yxyD  

6.7   yxxyz  3 ,  0,4,:  xyxyD  

6.8  уxxyz 23  ,  40,40:  yxD  

6.9    yxxxyz  32 ,  30,20:  yxD  

6.10  уxxyz 2 ,  3,0,:  xyxyD  
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