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§1. ぶóï¿Üç▲ñ ë　Ñ▲. だïÖÜçÖ▲ñ äÜÖ　öó　 
 

ぢÜïöá £íÑíÖí ßñï¡ÜÖñôÖí　 ôóï¿Üçí　 äÜï¿ñÑÜçíöñ¿áÖÜïöá ï Üßàó½ ô¿ñÖÜ½ 
).(nfun   

ゑ▲ëí¢ñÖóñ çóÑí 

                                              ,......
1

21 





n
nn uuuu                                     (1) 

ÇÑñ ,...,...,, 21 nuuu  − Ññúïöçóöñ¿áÖ▲ñ ó¿ó ¡Ü½ä¿ñ¡ïÖ▲ñ ôóï¿í, Öí£▲çíñöï　 
ßñï¡ÜÖñôÖ▲½ ôóï¿Üç▲½ ë　ÑÜ½ (ó¿ó äëÜïöÜ ë　ÑÜ½), ôóï¿í ,...,...,, 21 nuuu  
Öí£▲çí0öï　 ô¿ñÖí½ó ë　Ñí, nu  − Üßàó½ ô¿ñÖÜ½ ë　Ñí. 

でÜ½½í äñëç▲ê n  ô¿ñÖÜç ë　Ñí (1) nS  Öí£▲çíñöï　 n -Üú ôíïöóôÖÜú 
ïÜ½½Üú, ö.ñ. ....21 nn uuuS   

ぶóï¿ÜçÜú ë　Ñ (1) Öí£▲çíñöï　 ïêÜÑ　àó½ï　, ñï¿ó ïÜàñïöçÜñö ¡ÜÖñôÖ▲ú 
äëñÑñ¿ äÜï¿ñÑÜçíöñ¿áÖÜïöó n -▲ê ôíïöóôÖ▲ê ïÜ½½ ë　Ñí (1) äëó 
ÖñÜÇëíÖóôñÖÖÜ½ çÜ£ëíïöíÖóó ÖÜ½ñëí n , ö.ñ. SSn

n



lim . ぶóï¿Ü S  Öí£▲çíñöï　 

ïÜ½½Üú ë　Ñí (1). 
ぶóï¿ÜçÜú ë　Ñ (1) Öí£▲çíñöï　 ëíïêÜÑ　àó½ï　, ñï¿ó äëñÑñ¿ 

äÜï¿ñÑÜçíöñ¿áÖÜïöó n -▲ê ôíïöóôÖ▲ê ïÜ½½ ë　Ñí (1) äëó ÖñÜÇëíÖóôñÖÖÜ½ 
çÜ£ëíïöíÖóó ÖÜ½ñëí n  n

n
Slim


 Öñ ïÜàñïöçÜñö ó¿ó ßñï¡ÜÖñôñÖ. ゑ ~öÜ½ ï¿Üôíñ 

ë　Ñ (1) ïÜ½½▲ Öñ ó½ññö. 
ぢëó½ñë 1. づ　Ñ ...0...00   ïêÜÑóöï　, ö.¡. 00nS  äëó .n  

でÜ½½í ~öÜÇÜ ë　Ñí ëíçÖí 0.                                                                                      
ぢëó½ñë 2. づ　Ñ ...5...55   ëíïêÜÑóöï　, ö.¡.  nSn 5  äëó .n  

 
ぢëó½ñë 3. づ　Ñ ...55555   ëíïêÜÑóöï　, ö.¡. ,51 S  ,02 S  

,...53 S , ö.ñ. äÜï¿ñÑÜçíöñ¿áÖÜïöá ôíïöóôÖ▲ê ïÜ½½ Öñ ó½ññö äëñÑñ¿í äëó 
.n                                                                                                                        

ぢëó½ñë 4. づ　Ñ 


 











 1 )2)(1(
1...

)2)(1(
1...

54
1

43
1

32
1

n nnnn
 

ïêÜÑóöï　. がñúïöçóöñ¿áÖÜ, ö.¡. ,
2

1
1

1






nn

un  öÜ 














)2)(1(

1...
54

1
43

1
32

1
nn

Sn  

.
2

1
2
1

2
1

1
1...

5
1

4
1

4
1

3
1

3
1

2
1






















 






 






 

nnn
 

げÖíôóö, 

,
2
1

2
1

2
1

limlim 










 n
S

n
n

n
 



 4 

ó, ï¿ñÑÜçíöñ¿áÖÜ, ë　Ñ ïêÜÑóöï　 ó ñÇÜ ïÜ½½í ëíçÖí .
2
1                                          

づ　Ñ çóÑí 

                                               



 

1
21 ...

nk
knn uuu                                          (2) 

Öí£▲çíñöï　 n -▲½ Üïöíö¡Ü½ ë　Ñí (1). だïöíöÜ¡ (2) äÜ¿Üôíñöï　 ó£ ë　Ñí (1) 
Üößëíï▲çíÖóñ½ n  äñëç▲ê ñÇÜ ô¿ñÖÜç, í ïí½ ë　Ñ (1) äÜ¿Üôíñöï　 ó£ Üïöíö¡í (2) 
äÜöñ½ ÑÜßíç¿ñÖó　 ¡ÜÖñôÖÜÇÜ ôóï¿í ô¿ñÖÜç. だôñçóÑÖÜ, ôöÜ Ñ¿　 ïêÜÑ　àñÇÜï　 
ë　Ñí 

SrS nn  , 
ÇÑñ nr  – ïÜ½½í Üïöíö¡í ~öÜÇÜ ë　Ñí. 
 

でçÜúïöçí ôóï¿Üç▲ê ë　ÑÜç 
でçÜúïöçÜ 1. ぎï¿ó ë　Ñ (1) ïêÜÑóöï　 ó ñÇÜ ïÜ½½í ëíçÖí S , öÜ ë　Ñ, 

äÜ¿ÜôñÖÖ▲ú Ü½ÖÜ¢ñÖóñ½ ô¿ñÖÜç ë　Ñí (1) Öí äëÜó£çÜ¿áÖÜñ ôóï¿Ü c  

                                        ......21
1





n

n
n ucucucuc ,                                 (3) 

öí¡¢ñ ïêÜÑóöï　 ó ñÇÜ ïÜ½½í ëíçÖí cS . ぎï¿ó ¢ñ ë　Ñ (1) ëíïêÜÑóöï　 ó 0c , öÜ 
ó ë　Ñ (3) ëíïêÜÑóöï　. 

でçÜúïöçÜ 2. ぎï¿ó ë　Ñ (1) ó ë　Ñ 

                                              





1
21 ......

n
nn vvvv                                       (4) 

ïêÜÑ　öï　 ó óê ïÜ½½▲ ëíçÖ▲ 1S  ó 2S  ïÜÜöçñöïöçñÖÖÜ, öÜ ë　Ñ▲, äÜ¿ÜôñÖÖ▲ñ 
ï¿Ü¢ñÖóñ½ (ç▲ôóöíÖóñ½) ïÜÜöçñöïöçÜ0àóê ô¿ñÖÜç ë　ÑÜç (1) ó (4): 







1
)(

n
nn vu , 

öí¡¢ñ ïêÜÑ　öï　 ó ïÜ½½í ¡í¢ÑÜÇÜ ë　Ñí ëíçÖí 21 SS   ïÜÜöçñöïöçñÖÖÜ. 
で¿ñÑïöçóñ 1. ご£ ïçÜúïöçí 2 ï¿ñÑÜñö, ôöÜ ïÜ½½í (ëí£ÖÜïöá) ïêÜÑ　àñÇÜï　 ó 

ëíïêÜÑ　àñÇÜï　 ë　ÑÜç 　ç¿　ñöï　 ëíïêÜÑ　àó½ï　 ë　ÑÜ½. 
げí½ñöó½, ôöÜ ïÜ½½í (ëí£ÖÜïöá) ÑçÜê ëíïêÜÑ　àóêï　 ë　ÑÜç ½Ü¢ñö 　ç¿　öáï　 

¡í¡ ïêÜÑ　àó½ï　, öí¡ ó ëíïêÜÑ　àó½ï　 ë　ÑÜ½. 
でçÜúïöçÜ 3. ぎï¿ó ¡ ë　ÑÜ (1) äëóïÜñÑóÖóöá ó¿ó ÜößëÜïóöá ¿0ßÜñ 

¡ÜÖñôÖÜñ ôóï¿Ü Öíôí¿áÖ▲ê ô¿ñÖÜç ë　Ñí, öÜ äÜ¿ÜôñÖÖ▲ú ë　Ñ ó óïêÜÑÖ▲ú ë　Ñ 
(1) ïêÜÑ　öï　 ó¿ó ëíïêÜÑ　öï　 ÜÑÖÜçëñ½ñÖÖÜ. 

で¿ñÑïöçóñ 2. ご£ ïçÜúïöçí 3 ï¿ñÑÜñö, ôöÜ ñï¿ó ë　Ñ (1) ïêÜÑóöï　, öÜ ñÇÜ 
ÜïöíöÜ¡ nn SSr   ïöëñ½óöï　 ¡ ÖÜ¿0 äëó n , ö.ñ. 0lim 


n

n
r . 

 
ゑ Ñí¿áÖñúüñ½ äëó óïï¿ñÑÜçíÖóó ïêÜÑó½Üïöó ôóï¿Üç▲ê ë　ÑÜç äÜ¿ñ£ÖÜ 

ßÜÑñö çÜïäÜ¿á£Üçíöáï　 Öñ¡ÜöÜë▲½ó, ö.Ö. «~öí¿ÜÖÖ▲½ó» ë　Ñí½ó, ç ôíïöÖÜïöó, 
~öÜ ë　Ñ ÇñÜ½ñöëóôñï¡Üú äëÜÇëñïïóó ó ÜßÜßàñÖÖ▲ú Çíë½ÜÖóôñï¡óú ë　Ñ. 
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づ　Ñ ÇñÜ½ñöëóôñï¡Üú äëÜÇëñïïóó 
づ　Ñ çóÑí 

                              0,......
1

112  




 aaqaqaqaqa
n

nn                     (5) 

Öí£▲çíñöï　 ë　ÑÜ½ ÇñÜ½ñöëóôñï¡Üú äëÜÇëñïïóó. 
づ　Ñ ÇñÜ½ñöëóôñï¡Üú äëÜÇëñïïóó (5) ïêÜÑóöï　 äëó 1q  ó ëíïêÜÑóöï　 

äëó 1q . 
ぢëó½ñë 5. ごïï¿ñÑÜçíöá ë　Ñ Öí ïêÜÑó½Üïöá 
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づñüñÖóñ. がíÖÖ▲ú ë　Ñ ½Ü¢ÖÜ £íäóïíöá ¡í¡ 
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1

4

9
19

n
n . 

ÄöÜö ë　Ñ äëñÑïöíç¿　ñö ïÜßÜú ë　Ñ ÇñÜ½ñöëóôñï¡Üú äëÜÇëñïïóó, ÇÑñ 49a  ó 

1
9
1
q , äÜ~öÜ½Ü ÜÖ ïêÜÑóöï　 äÜ ïçÜúïöçÜ 1 ôóï¿Üç▲ê ë　ÑÜç.                         

 
 

だßÜßàñÖÖ▲ú Çíë½ÜÖóôñï¡óú ë　Ñ 
づ　Ñ çóÑí 

                                   ,1...1...
4
1

3
1

2
11

1






n nn                            (6) 

ÇÑñ 0  – Ññúïöçóöñ¿áÖÜñ ôóï¿Ü, Öí£▲çíñöï　 ÜßÜßàñÖÖ▲½ Çíë½ÜÖóôñï¡ó½ 
ë　ÑÜ½. 

だßÜßàñÖÖ▲ú Çíë½ÜÖóôñï¡óú ë　Ñ ïêÜÑóöï　 äëó 1  ó ëíïêÜÑóöï　 äëó 
1 . 
げí½ñöó½, ôöÜ äëó 1  äÜ¿Üôíñöï　 öí¡ Öí£▲çíñ½▲ú Çíë½ÜÖóôñï¡óú ë　Ñ 

(ôíïöÖ▲ú ï¿Üôíú ÜßÜßàñÖÖÜÇÜ Çíë½ÜÖóôñï¡ÜÇÜ ë　Ñí): 







1

1...1...
3
1

2
11

n nn
, 

¡ÜöÜë▲ú 　ç¿　ñöï　 ëíïêÜÑ　àó½ï　 ë　ÑÜ½. 
ぢëó½ñë 6. ごïï¿ñÑÜçíöá ë　Ñ Öí ïêÜÑó½Üïöá 
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1...1...
5

1
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1
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1
n nn

. 

づñüñÖóñ. づíïï½Üöëó½ ÜßÜßàñÖÖ▲ú Çíë½ÜÖóôñï¡óú ë　Ñ 


1

1
n n

. ÄöÜö ë　Ñ 

ëíïêÜÑóöï　, ö.¡. 1
2
1
 , ó, ïÜÜöçñöïöçñÖÖÜ, óïêÜÑÖ▲ú ë　Ñ öí¡¢ñ ëíïêÜÑóöï　 
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äÜ ïçÜúïöçÜ 3 ôóï¿Üç▲ê ë　ÑÜç (ö.¡. äÜ¿ÜôñÖ ó£ ë　Ñí 


1

1
n n

 Üößëíï▲çíÖóñ½ 

äñëç▲ê ÑçÜê ô¿ñÖÜç).                                                                                               
ぢÜï¡Ü¿á¡Ü äëó óïï¿ñÑÜçíÖóó äëÜó£çÜ¿áÖÜÇÜ ôóï¿ÜçÜÇÜ ë　Ñí Öí 

ïêÜÑó½Üïöá ÖíêÜ¢ÑñÖóñ n -Üú ôíïöóôÖÜú ïÜ½½▲ nS  ó ññ äëñÑñ¿í 
äëñÑïöíç¿　ñö ïÜßÜú ÖñäëÜïöÜ0 £íÑíôÜ, öÜ ß▲¿ó ÜïöíÖÜç¿ñÖ▲ äëó£Öí¡ó 
ïêÜÑó½Üïöó ôóï¿Üç▲ê ë　ÑÜç, äÜ£çÜ¿　0àóñ ÜäëÜïöóöá óïï¿ñÑÜçíÖóñ ë　ÑÜç. 

どñÜëñ½í 1 (ÖñÜßêÜÑó½▲ú äëó£Öí¡ ïêÜÑó½Üïöó ôóï¿ÜçÜÇÜ ë　Ñí). ぎï¿ó 
ë　Ñ (1) ïêÜÑóöï　, öÜ äëñÑñ¿ ñÇÜ ÜßàñÇÜ ô¿ñÖí äëó n  ëíçñÖ ÖÜ¿0, ö.ñ. 

0lim 


n
n

u . 

げí½ñôíÖóñ. ぞÜ Öñ ぞんだゐだづだど! ご£ öÜÇÜ, ôöÜ 0lim 


n
n

u  Öñ ï¿ñÑÜñö, ôöÜ 

ë　Ñ ïêÜÑóöï　. ゑ ~öÜ½ ï¿Üôíñ ë　Ñ ½Ü¢ñö ¡í¡ ïêÜÑóöáï　, öí¡ ó ëíïêÜÑóöáï　, ö.ñ. 
Ü ïêÜÑó½Üïöó ë　Ñí ñàñ ÖóôñÇÜ Öñ¿á£　 ï¡í£íöá. づ　Ñ ÖíÑÜ óïï¿ñÑÜçíöá Ñí¿áüñ. 
ぢëó½ñëÜ½ ë　Ñí, Ü ¡ÜöÜëÜÇÜ äëñÑñ¿ ÜßàñÇÜ ô¿ñÖí ëíçñÖ ÖÜ¿0, í ïí½ ë　Ñ 
ëíïêÜÑóöï　, 　ç¿　ñöï　 Çíë½ÜÖóôñï¡óú ë　Ñ. 

どñÜëñ½í 2 (ÑÜïöíöÜôÖ▲ú äëó£Öí¡ ëíïêÜÑó½Üïöó ôóï¿ÜçÜÇÜ ë　Ñí). 
ぎï¿ó äëñÑñ¿ ÜßàñÇÜ ô¿ñÖí ë　Ñí äëó n  Öñ ëíçñÖ ÖÜ¿0, ö.ñ 0lim 


n

n
u , öÜ 

ë　Ñ (1) ëíïêÜÑóöï　. 
どñÜëñ½í 2 ï¿ñÑÜñö ó£ öñÜëñ½▲ 1, ö.¡. Öñ ç▲äÜ¿Ö　ñöï　 ÖñÜßêÜÑó½▲ú 

äëó£Öí¡ ïêÜÑó½Üïöó ë　Ñí. 
ぢëó½ñë 7. ごïï¿ñÑÜçíöá ë　Ñ Öí ïêÜÑó½Üïöá 




 







1 14

1...
14

1...
15
5

11
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n n
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n
n . 

づñüñÖóñ. ぞíúÑñ½ äëñÑñ¿ ÜßàñÇÜ ô¿ñÖí ë　Ñí: 

0
4
1

14

11

14
1

limlimlim 











n

n
n

nu
nn

n
n

, 

ï¿ñÑÜçíöñ¿áÖÜ, ë　Ñ ëíïêÜÑóöï　 äÜ ÑÜïöíöÜôÖÜ½Ü äëó£Öí¡Ü ëíïêÜÑó½Üïöó.      
 
 
 
 

 
§2. がÜïöíöÜôÖ▲ñ äëó£Öí¡ó ïêÜÑó½Üïöó £Öí¡ÜäÜ¿Ü¢óöñ¿áÖ▲ê 

ë　ÑÜç 
 

げÖí¡ÜäÜïöÜ　ÖÖ▲ñ ë　Ñ▲ – ~öÜ ë　Ñ▲, çïñ ô¿ñÖ▲ ¡ÜöÜë▲ê ó½ñ0ö ÜÑóÖ ó 
öÜö ¢ñ £Öí¡. 

げÖí¡ÜäÜïöÜ　ÖÖ▲ñ ë　Ñ▲ äÜÑëí£Ññ¿　0öï　 Öí £Öí¡ÜäÜ¿Ü¢óöñ¿áÖ▲ñ ë　Ñ▲ 
(çïñ ô¿ñÖ▲ ¡ÜöÜë▲ê äÜ¿Ü¢óöñ¿áÖ▲) ó Öí £Öí¡ÜÜöëóîíöñ¿áÖ▲ñ ë　Ñ▲ (çïñ 
ô¿ñÖ▲ ¡ÜöÜë▲ê Üöëóîíöñ¿áÖ▲). がÜïöíöÜôÖ▲ñ äëó£Öí¡ó ïêÜÑó½Üïöó ë　ÑÜç 
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ßÜÑñ½ ëíïï½íöëóçíöá Ñ¿　 £Öí¡ÜäÜ¿Ü¢óöñ¿áÖ▲ê ë　ÑÜç, ö.¡. 
£Öí¡ÜÜöëóîíöñ¿áÖ▲ú ë　Ñ äñëñêÜÑóö ç £Öí¡ÜäÜ¿Ü¢óöñ¿áÖ▲ú äÜöñ½ Ü½ÖÜ¢ñÖó　 
çïñê ñÇÜ ô¿ñÖÜç Öí ôóï¿Ü (-1), ôöÜ Öñ ç¿ó　ñö Öí ïêÜÑó½Üïöá ë　Ñí ïÜÇ¿íïÖÜ 
ïçÜúïöçÜ ôóï¿Üç▲ê ë　ÑÜç. 

どñÜëñ½í 1 (äÜ~¿ñ½ñÖöÖ▲ú äëó£Öí¡ ïëíçÖñÖó　). ぢÜïöá ÑíÖ▲ Ñçí 
£Öí¡ÜäÜ¿Ü¢óöñ¿áÖ▲ê ë　Ñí 

                                                     0,
1





n

n
n uu                                                    (1) 

ó 

                                                      0,
1





n

n
n vv ,                                                  (2) 

äëóôñ½ ¡í¢Ñ▲ú ô¿ñÖ ë　Ñí (1) Öñ äëñçÜïêÜÑóö ïÜÜöçñöïöçÜ0àñÇÜ ô¿ñÖí 
ë　Ñí(2) Ñ¿　 çïñê n , ö.ñ nn vu  . どÜÇÑí: 1) ñï¿ó ïêÜÑóöï　 ë　Ñ (2), öÜ ïêÜÑóöï　 ó 
ë　Ñ (1); 2) ñï¿ó ë　Ñ (1) ëíïêÜÑóöï　, öÜ ëíïêÜÑóöï　 ó ë　Ñ (2). 

げí½ñôíÖóñ 1. どñÜëñ½í 1 Üïöíñöï　 ïäëíçñÑ¿óçÜú ó ç ï¿Üôíñ, ¡ÜÇÑí 
ÖñëíçñÖïöçÜ nn vu   ç▲äÜ¿Ö　ñöï　, ÖíôóÖí　 ï Öñ¡ÜöÜëÜÇÜ ÖÜ½ñëí n . 

ぢëó½ñë 1. ごïï¿ñÑÜçíöá ë　Ñ Öí ïêÜÑó½Üïöá 
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づñüñÖóñ. ぢëó½ñÖó½ äÜ~¿ñ½ñÖöÖ▲ú äëó£Öí¡ ïëíçÖñÖó　. ぶ¿ñÖ▲ ÑíÖÖÜÇÜ 
ë　Ñí äëó çïñê n  ½ñÖáüñ ïÜÜöçñöïöçÜ0àóê ô¿ñÖÜç ë　Ñí 

...
3
1...

3
1

3
1

3
1

2
1





n

n
n , 

¡ÜöÜë▲ú 　ç¿　ñöï　 ïêÜÑ　àó½ï　 ¡í¡ ë　Ñ ÇñÜ½ñöëóôñï¡Üú äëÜÇëñïïóó ï 

1
3
1
q . で¿ñÑÜçíöñ¿áÖÜ, ïêÜÑóöï　 ó óïêÜÑÖ▲ú ë　Ñ.                                           

どñÜëñ½í 2 (äëñÑñ¿áÖ▲ú äëó£Öí¡ ïëíçÖñÖó　). ぢÜïöá ÑíÖ▲ Ñçí 
£Öí¡ÜäÜ¿Ü¢óöñ¿áÖ▲ê ë　Ñí (1) ó (2). ぎï¿ó ïÜàñïöçÜñö ¡ÜÖñôÖ▲ú ó Üö¿óôÖ▲ú 

Üö ÖÜ¿　 äëñÑñ¿ k
v
u

n

n

n



lim , öÜ Üßí ë　Ñí ¿óßÜ ÜÑÖÜçëñ½ñÖÖÜ ïêÜÑ　öï　, ¿óßÜ 

ÜÑÖÜçëñ½ñÖÖÜ ëíïêÜÑ　öï　. 
げí½ñôíÖóñ 2. ぢëó äëó½ñÖñÖóó äÜ~¿ñ½ñÖöÖÜÇÜ ó äëñÑñ¿áÖÜÇÜ äëó£Öí¡Üç 

ïëíçÖñÖó　 óïï¿ñÑÜñ½▲ñ ë　Ñ▲ Üß▲ôÖÜ ïëíçÖóçí0ö ï «~öí¿ÜÖÖ▲½ó» ë　Ñí½ó. 
ぢëó½ñë 2. ごïï¿ñÑÜçíöá ë　Ñ Öí ïêÜÑó½Üïöá 

...
3
1...

12
4

7
3

4
2

3
1

2
1

2 










 n
n

n
n

n
 . 

づñüñÖóñ. ぢëó½ñÖó½ äëñÑñ¿áÖ▲ú äëó£Öí¡ ïëíçÖñÖó　. が¿　 ~öÜÇÜ 
ëíïï½Üöëó½ Çíë½ÜÖóôñï¡óú ë　Ñ 

...1...
3
1

2
111

1




 nnn
 . 

でÜïöíçó½ ÜöÖÜüñÖóñ 
n

n
v
u  ó ÖíúÑñ½ ñÇÜ äëñÑñ¿ äëó n : 



 8 

0131

11

33
)1(

2

2

2

2 limlimlimlim 















n

n
n

nn
n

nn
v
u

nnnn

n

n
. 

どí¡ ¡í¡ Çíë½ÜÖóôñï¡óú ë　Ñ 


1

1
n n

 ëíïêÜÑóöï　, öÜ ó óïêÜÑÖ▲ú ë　Ñ öí¡¢ñ 

ëíïêÜÑóöï　 äÜ äëñÑñ¿áÖÜ½Ü äëó£Öí¡Ü ïëíçÖñÖó　.                                               
ぢëó½ñë 3. ごïï¿ñÑÜçíöá ë　Ñ Öí ïêÜÑó½Üïöá 




 1 3 2 4

7
n n

. 

づñüñÖóñ. でëíçÖó½ Üßàóú ô¿ñÖ ÑíÖÖÜÇÜ ë　Ñí ï Üßàó½ ô¿ñÖÜ½ 
ÜßÜßàñÖÖÜÇÜ Çíë½ÜÖóôñï¡ÜÇÜ ë　Ñí: Ñ¿　 çïñê n  ç▲äÜ¿Ö　ñöï　 ÖñëíçñÖïöçÜ 

3 23 2

7

4

7

nn



. 

だßÜßàñÖÖ▲ú Çíë½ÜÖóôñï¡óú ë　Ñ 


1 3 2

7
n n

 ëíïêÜÑóöï　, ö.¡. 1
3
2
 . 

でëíçÖñÖóñ ï ~öó½ ë　ÑÜ½ äÜ äÜ~¿ñ½ñÖöÖÜ½Ü äëó£Öí¡Ü Öñ Ñíñö ëñ£Ü¿áöíöí, ö.¡. 
Öñ¿á£　 ïÑñ¿íöá Öó¡í¡ÜÇÜ £í¡¿0ôñÖó　 Ü ïêÜÑó½Üïöó óïêÜÑÖÜÇÜ ë　Ñí. ぢÜ~öÜ½Ü 
çÜïäÜ¿á£Üñ½ï　 äëñÑñ¿áÖ▲½ äëó£Öí¡Ü½ ïëíçÖñÖó　 ï öñ½ ¢ñ ÜßÜßàñÖÖ▲½ 

Çíë½ÜÖóôñï¡ó½ ë　ÑÜ½ ó ÖíúÑñ½ äëñÑñ¿ ÜöÖÜüñÖó　 
n

n
v
u  äëó n : 

  01
474

7
3 2

3 2

3 2

3 2

limlim 







 n

n

n

n
nn

. 

ぢÜ¿Üôó¿ó ¡ÜÖñôÖ▲ú ó Üö¿óôÖ▲ú Üö ÖÜ¿　 äëñÑñ¿, £Öíôóö, óïï¿ñÑÜñ½▲ú ë　Ñ 
öí¡¢ñ ßÜÑñö ëíïêÜÑóöáï　 äÜ äëñÑñ¿áÖÜ½Ü äëó£Öí¡Ü ïëíçÖñÖó　.                        

どñÜëñ½í 3 (äëó£Öí¡ がí¿í½ßñëí). ぢÜïöá ÑíÖ £Öí¡ÜäÜ¿Ü¢óöñ¿áÖ▲ú ë　Ñ 
(1). ぎï¿ó Ñ¿　 ë　Ñí (1) ïÜàñïöçÜñö ¡ÜÖñôÖ▲ú ó¿ó ßñï¡ÜÖñôÖ▲ú äëñÑñ¿ 

q
u

u

n

n

n




1lim , 

öÜ ~öÜö ë　Ñ ïêÜÑóöï　 äëó 1q  ó ëíïêÜÑóöï　 äëó 1q . 
げí½ñôíÖóñ 3. ぎï¿ó 1q , öÜ ë　Ñ (1) ½Ü¢ñö ß▲öá ¡í¡ ïêÜÑ　àó½ï　, öí¡ ó 

ëíïêÜÑ　àó½ï　. ゑ ~öÜ½ ï¿Üôíñ çÜäëÜï Ü ïêÜÑó½Üïöó ë　Ñí Üïöíñöï　 Üö¡ë▲ö▲½ ó 
öëñßÜñöï　 ñÇÜ ÑÜäÜ¿Öóöñ¿áÖÜñ óïï¿ñÑÜçíÖóñ. 

げí½ñôíÖóñ 4. ぢëó£Öí¡ がí¿í½ßñëí îñ¿ñïÜÜßëí£ÖÜ äëó½ñÖ　öá, ¡ÜÇÑí 
Üßàóú ô¿ñÖ ë　Ñí ïÜÑñë¢óö ç▲ëí¢ñÖóñ çóÑí !n  ó (ó¿ó) na . 

ぢëó½ñë 4. ごïï¿ñÑÜçíöá ë　Ñ Öí ïêÜÑó½Üïöá 

...
)!1(

6...
!4

6
!3

6
!2

6
)!1(

6 32

1









 nn

n

n

n
 . 
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づñüñÖóñ. ぞí¿óôóñ âí¡öÜëóí¿í ç Üßàñ½ ô¿ñÖñ 
)!1(

6



n

u
n

n  ÑíÖÖÜÇÜ ë　Ñí  

äÜ£çÜ¿　ñö äëó½ñÖóöá äëó£Öí¡ がí¿í½ßñëí. ぞíúÑñ½ äëñÑñ¿ ÜöÖÜüñÖó　 
n

n
u

u 1  

äëó n , ÇÑñ 
)!2(

6 1

1 




 n
u

n

n : 

0
2

6
)!2(6
)!1(6

limlim
1












 nn
n

n
n

n

n
. 

どí¡ ¡í¡ 10 q , öÜ óïêÜÑÖ▲ú ë　Ñ ïêÜÑóöï　 äÜ äëó£Öí¡Ü がí¿í½ßñëí.              
ぢëó½ñë 5. ごïï¿ñÑÜçíöá ë　Ñ Öí ïêÜÑó½Üïöá 








1 !3
)!3(5

n

n

n
n . 

づñüñÖóñ. ゑÜïäÜ¿á£Üñ½ï　 äëó£Öí¡Ü½ がí¿í½ßñëí: 














 1
)33)(23)(13(5

)!3(5)!1(3
!3)!33(5

limlim
1

n
nnn

nn
nn

n
n

n

n
, 

ï¿ñÑÜçíöñ¿áÖÜ, ë　Ñ ëíïêÜÑóöï　 äÜ äëó£Öí¡Ü がí¿í½ßñëí.                                    
どñÜëñ½í 4 (ëíÑó¡í¿áÖ▲ú äëó£Öí¡ とÜüó). ぢÜïöá ÑíÖ 

£Öí¡ÜäÜ¿Ü¢óöñ¿áÖ▲ú ë　Ñ (1). ぎï¿ó Ñ¿　 ë　Ñí (1) ïÜàñïöçÜñö ¡ÜÖñôÖ▲ú ó¿ó 
ßñï¡ÜÖñôÖ▲ú äëñÑñ¿ 

qun
n

n



lim , 

öÜ ~öÜö ë　Ñ ïêÜÑóöï　 äëó 1q  ó ëíïêÜÑóöï　 äëó 1q . 
げí½ñôíÖóñ 5. ぎï¿ó 1q , öÜ ë　Ñ (1) ½Ü¢ñö ß▲öá ¡í¡ ïêÜÑ　àó½ï　, öí¡ ó 

ëíïêÜÑ　àó½ï　. ゑ ~öÜ½ ï¿Üôíñ çÜäëÜï Ü ïêÜÑó½Üïöó ë　Ñí Üïöíñöï　 Üö¡ë▲ö▲½ ó 
öëñßÜñöï　 ñÇÜ ÑÜäÜ¿Öóöñ¿áÖÜñ óïï¿ñÑÜçíÖóñ. 

げí½ñôíÖóñ 6. づíÑó¡í¿áÖ▲ú äëó£Öí¡ とÜüó îñ¿ñïÜÜßëí£ÖÜ äëó½ñÖ　öá, 
¡ÜÇÑí Üßàóú ô¿ñÖ ë　Ñí äëñÑïöíç¿　ñö ïÜßÜú n -0 (ó¿ó £íçóï　àÜ0 Üö n ) 
ïöñäñÖá Öñ¡ÜöÜëÜÇÜ ç▲ëí¢ñÖó　. 

ぢëó½ñë 6. ごïï¿ñÑÜçíöá ë　Ñ Öí ïêÜÑó½Üïöá 

...
23

2...
11
6

8
4

5
2

23
2 32

1







































n

n

n

n
n

n
n  . 

づñüñÖóñ. どí¡ ¡í¡ Üßàóú ô¿ñÖ 
n

n n
nu 











23
2  ÑíÖÖÜÇÜ ë　Ñí 　ç¿　ñöï　 

Öñ¡ÜöÜë▲½ ç▲ëí¢ñÖóñ½ ç n -Üú ïöñäñÖó, öÜ äëó½ñÖó½ ëíÑó¡í¿áÖ▲ú äëó£Öí¡ 
とÜüó. が¿　 ~öÜÇÜ ÖíúÑñ½ äëñÑñ¿ Üö n

nu  äëó n : 

3
2

23

2
23

2
23

2
limlimlimlim 



















n
n

n
n

nu
nn

n
n

n
n

n
n

. 
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どí¡ ¡í¡ 1
3
2
q , öÜ ÑíÖÖ▲ú ë　Ñ ïêÜÑóöï　 äÜ ëíÑó¡í¿áÖÜ½Ü äëó£Öí¡Ü とÜüó. 

ぢëó½ñë 7. ごïï¿ñÑÜçíöá ë　Ñ Öí ïêÜÑó½Üïöá 
2

1

1
6
1 n

n
n n

n










 
 . 

づñüñÖóñ. ぢëó½ñÖó½ äëó£Öí¡ とÜüó: 

1
6
111

6
11

6
11

6
1

limlimlimlim
2







 






 







 



e

nn
n

n
nu

n

n

n

n
n

n

n
n

n
n

n
, 

£Öíôóö, óïï¿ñÑÜñ½▲ú ë　Ñ ïêÜÑóöï　 äÜ ëíÑó¡í¿áÖÜ½Ü äëó£Öí¡Ü とÜüó.             
ぢëó½ñë 8. ごïï¿ñÑÜçíöá ë　Ñ Öí ïêÜÑó½Üïöá 

2

1
3

3

75
28

n

n n
n















 . 

づñüñÖóñ. ゑÜïäÜ¿á£Üñ½ï　 ëíÑó¡í¿áÖ▲½ äëó£Öí¡Ü½ とÜüó: 



































 5
8

75
28

75
28

3

3

3

3

limlimlim

2 n

n
n

n

n
n

n
n n

n
n
nu , 

ï¿ñÑÜçíöñ¿áÖÜ, ë　Ñ ëíïêÜÑóöï　 äÜ äëó£Öí¡Ü とÜüó.                                             
どñÜëñ½í 5 (óÖöñÇëí¿áÖ▲ú äëó£Öí¡ とÜüó). ぎï¿ó ô¿ñÖ▲ 

£Öí¡ÜäÜ¿Ü¢óöñ¿áÖÜÇÜ ë　Ñí (1) ½ÜÇÜö ß▲öá äëñÑïöíç¿ñÖ▲ ¡í¡ ôóï¿Üç▲ñ 
£ÖíôñÖó　 Öñ¡ÜöÜëÜú âÜÖ¡îóó )(xf  – Öñäëñë▲çÖÜú, äÜ¿Ü¢óöñ¿áÖÜú ó 
½ÜÖÜöÜÖÖÜ Üß▲çí0àñú äëó );1[ x , ö.ñ. )1(1 fu  , )2(2 fu  , …, )(nfun  , 
…, öÜ: 

1) ñï¿ó ÖñïÜßïöçñÖÖ▲ú óÖöñÇëí¿ 1-ÇÜ ëÜÑí 


1
)( dxxf  ïêÜÑóöï　, öÜ 

ïêÜÑóöï　 ó ë　Ñ (1); 

2) ñï¿ó ÖñïÜßïöçñÖÖ▲ú óÖöñÇëí¿ 1-ÇÜ ëÜÑí 


1
)( dxxf  ëíïêÜÑóöï　, öÜ 

ëíïêÜÑóöï　 öí¡¢ñ ó ë　Ñ (1). 
げí½ñôíÖóñ 7. ぱÜÖ¡îó　 )(xf , äëóÖó½í0àí　 ç öÜô¡íê nx   £ÖíôñÖó　 

)(nfun  , äÜ¿Üôíñöï　 äÜöñ½ £í½ñÖ▲ ÖíöÜëí¿áÖÜÇÜ n  ç ç▲ëí¢ñÖóó )(nfun   
Öí Öñäëñë▲çÖÜ ó£½ñÖ　0àóúï　 íëÇÜ½ñÖö x . どí¡, Öíäëó½ñë, ñï¿ó 

21
5)(

n
nnf


 , öÜ 21

5)(
x
xxf


 ; ñï¿ó 

n
nnf

2ln)(  , öÜ 
x

xxf
2ln)(   ó ö.ä. 

ぢëó½ñë 9. ごïï¿ñÑÜçíöá ë　Ñ Öí ïêÜÑó½Üïöá 

...
)13(

2...
8
2

5
2

2
2

)13(
2

4444
1

4 








 nnn
 . 
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づñüñÖóñ. ぢëó½ñÖó½ óÖöñÇëí¿áÖ▲ú äëó£Öí¡ とÜüó. どí¡ ¡í¡ 

4)13(
2)(



n

nf , öÜ âÜÖ¡îóñú, äëóÖó½í0àñú ç öÜô¡íê nx   £ÖíôñÖó　 

)(nfun  , 　ç¿　ñöï　 âÜÖ¡îó　 4)13(
2)(



x

xf . Äöí âÜÖ¡îó　 Öñäëñë▲çÖí, 

äÜ¿Ü¢óöñ¿áÖí ó ½ÜÖÜöÜÖÖÜ Üß▲çíñö Öí äëÜ½ñ¢Üö¡ñ );1[ x . ゑ▲ôóï¿ó½ 

ÖñïÜßïöçñÖÖ▲ú óÖöñÇëí¿ 


1
)( dxxf : 























 



 A

A

A

A
xdxdx

x
dx

x 1

4

1
4

1
4 )13()13(

3
2

)13(
2

)13(
2

limlim  

36
1

8
1

9
2

8
1

)13(
1

9
2

3
2

3
1

lim3
)13(

lim
3






































 
 

AA

A

A

x
, 

ï¿ñÑÜçíöñ¿áÖÜ, ÖñïÜßïöçñÖÖ▲ú óÖöñÇëí¿ ïêÜÑóöï　. げÖíôóö, óïêÜÑÖ▲ú ë　Ñ 
öí¡¢ñ ïêÜÑóöï　 äÜ óÖöñÇëí¿áÖÜ½Ü äëó£Öí¡Ü とÜüó.                                            

ぢëó½ñë 10. ごïï¿ñÑÜçíöá ë　Ñ Öí ïêÜÑó½Üïöá 




2 ln
1

n nn
. 

づñüñÖóñ. ゑÜïäÜ¿á£Üñ½ï　 óÖöñÇëí¿áÖ▲½ äëó£Öí¡Ü½ とÜüó. ぱÜÖ¡îó　 

xx
xf

ln
1)(   　ç¿　ñöï　 Öñäëñë▲çÖÜú, äÜ¿Ü¢óöñ¿áÖÜú ó ½ÜÖÜöÜÖÖÜ Üß▲çí0àñú 

äëó );2[ x . ゑ▲ôóï¿ó½ ÖñïÜßïöçñÖÖ▲ú óÖöñÇëí¿ Üö ~öÜú âÜÖ¡îóó: 






























 x A

A

A

A

A

A x
xddx

xx
dx

xx
lnlnlimlimlim 2222 ln

)(ln
ln
1

ln
1  




)2lnlnlnln(lim A
A

. 

ごÖöñÇëí¿ ëíïêÜÑóöï　, £Öíôóö, ó ïí½ ë　Ñ ëíïêÜÑóöï　 äÜ óÖöñÇëí¿áÖÜ½Ü 
äëó£Öí¡Ü とÜüó.                                                                                                        

 
 
 
 
 

§3. げÖí¡Üäñëñ½ñÖÖ▲ñ (£Öí¡ÜôñëñÑÜ0àóñï　) ë　Ñ▲ 
 

づ　Ñ çóÑí 

                                                                


1n
nu                                                        (1) 

ï ô¿ñÖí½ó äëÜó£çÜ¿áÖ▲ê £Öí¡Üç Öí£▲çíñöï　 £Öí¡Üäñëñ½ñÖÖ▲½ ë　ÑÜ½. 
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ぎï¿ó £Öí¡Üäñëñ½ñÖÖ▲ú ë　Ñ ïÜÑñë¢óö ¡ÜÖñôÖÜñ ôóï¿Ü Üöëóîíöñ¿áÖ▲ê 
(äÜ¿Ü¢óöñ¿áÖ▲ê) ô¿ñÖÜç, öÜ ñÇÜ óïï¿ñÑÜçíÖóñ Öí ïêÜÑó½Üïöá ïçÜÑóöï　 ¡ 
óïï¿ñÑÜçíÖó0 £Öí¡ÜäÜ¿Ü¢óöñ¿áÖÜÇÜ ë　Ñí, ö.¡. Üößëíï▲çíÖóñ Üö ë　Ñí 
¡ÜÖñôÖÜÇÜ ôóï¿í Öíôí¿áÖ▲ê ô¿ñÖÜç (í ó½ñÖÖÜ, ÑÜ ô¿ñÖÜç ÜÑÖÜÇÜ £Öí¡í) Öñ 
ó£½ñÖóö ñÇÜ ïêÜÑó½Üïöó ó¿ó ëíïêÜÑó½Üïöó. で¿Üôíú, ¡ÜÇÑí £Öí¡Üäñëñ½ñÖÖ▲ú 
ë　Ñ ïÜÑñë¢óö ßñï¡ÜÖñôÖÜñ ½ÖÜ¢ñïöçÜ ¡í¡ äÜ¿Ü¢óöñ¿áÖ▲ê, öí¡ ó 
Üöëóîíöñ¿áÖ▲ê ô¿ñÖÜç, äëñÑïöíç¿　ñö ïÜßÜú ÜïÜß▲ú óÖöñëñï. 

げÖí¡Üäñëñ½ñÖÖ▲ú ë　Ñ (1) Öí£▲çíñöï　 íßïÜ¿0öÖÜ ïêÜÑ　àó½ï　, ñï¿ó 
ïêÜÑóöï　 ë　Ñ 

                                                              


1n
nu ,                                                      (2) 

ïÜïöíç¿ñÖÖ▲ú ó£ ½ÜÑÜ¿ñú ô¿ñÖÜç ë　Ñí (1). 
げÖí¡Üäñëñ½ñÖÖ▲ú ë　Ñ (1) Öí£▲çíñöï　 Üï¿ÜçÖÜ ïêÜÑ　àó½ï　, ñï¿ó ÜÖ 

ïêÜÑóöï　, í ë　Ñ (2), ïÜïöíç¿ñÖÖ▲ú ó£ ½ÜÑÜ¿ñú ñÇÜ ô¿ñÖÜç, ëíïêÜÑóöï　. 
ごïï¿ñÑÜçíöá Öí ïêÜÑó½Üïöá £Öí¡Üäñëñ½ñÖÖ▲ú ë　Ñ – £Öíôóö Öñ öÜ¿á¡Ü 

Üöçñöóöá Öí çÜäëÜï, ïêÜÑóöï　 ÜÖ ó¿ó ëíïêÜÑóöï　, ÖÜ ó Ü¡í£íöá, ¡í¡ ïêÜÑóöï　: 
íßïÜ¿0öÖÜ ó¿ó Üï¿ÜçÖÜ. 

どñÜëñ½í 1 (Üßàóú ÑÜïöíöÜôÖ▲ú äëó£Öí¡ ïêÜÑó½Üïöó 
£Öí¡Üäñëñ½ñÖÖ▲ê ë　ÑÜç). ぢÜïöá ÑíÖ £Öí¡Üäñëñ½ñÖÖ▲ú ë　Ñ (1). ぎï¿ó 
ïêÜÑóöï　 ë　Ñ (2), ïÜïöíç¿ñÖÖ▲ú ó£ ½ÜÑÜ¿ñú ñÇÜ ô¿ñÖÜç, öÜ ó ïí½ 
£Öí¡Üäñëñ½ñÖÖ▲ú ë　Ñ (1) ïêÜÑóöï　. 

げí½ñôíÖóñ 1. だßëíöÖÜñ Öñ çñëÖÜ, ö.ñ. ñï¿ó ßÜÑñö ïêÜÑóöáï　 
£Öí¡Üäñëñ½ñÖÖ▲ú ë　Ñ (1), öÜ ~öÜ Öñ £Öíôóö, ôöÜ ßÜÑñö ïêÜÑóöáï　 ë　Ñ ó£ 
½ÜÑÜ¿ñú (2). 

ぢëó½ñë 1. ごïï¿ñÑÜçíöá ë　Ñ Öí ïêÜÑó½Üïöá 

...)sin(...)2sin(sin)sin(
333

1
3 



 n
n

nnn
n

n

  . 

づñüñÖóñ. ぎï¿ó k  , ÇÑñ Zk , öÜ, ÜôñçóÑÖÜ, ë　Ñ 
...0...000   

ïêÜÑóöï　. ぎï¿ó k  , öÜ ÑíÖÖ▲ú ë　Ñ 　ç¿　ñöï　 £Öí¡Üäñëñ½ñÖÖ▲½. でÜïöíçó½ 
Ñ¿　 ÖñÇÜ ë　Ñ ó£ ½ÜÑÜ¿ñú 

...
)sin(

...
)2sin(sin)sin(

333
1

3 


 n
n

nnn
n

n


 . 

ごïï¿ñÑÜñ½ äÜ¿ÜôñÖÖ▲ú ë　Ñ ó£ ½ÜÑÜ¿ñú ï äÜ½Üàá0 äÜ~¿ñ½ñÖöÖÜÇÜ äëó£Öí¡í 
ïëíçÖñÖó　. どí¡ ¡í¡ Ñ¿　 çïñê n  ó   ó½ññö ½ñïöÜ ÖñëíçñÖïöçÜ 1)sin( n , öÜ 
ç▲äÜ¿Ö　ñöï　 äëó çïñê n  ó   ÖñëíçñÖïöçÜ 

33
1)sin(
nn

n



. 

づ　Ñ 


1
3

1
n n

 　ç¿　ñöï　 ïêÜÑ　àó½ï　 ÜßÜßàñÖÖ▲½ Çíë½ÜÖóôñï¡ó½ ë　ÑÜ½, ö.¡. 

13 . げÖíôóö, ë　Ñ 


1
3

)sin(

n n
n

 ïêÜÑóöï　 äÜ äÜ~¿ñ½ñÖöÖÜ½Ü äëó£Öí¡Ü 



 13 

ïëíçÖñÖó　. で¿ñÑÜçíöñ¿áÖÜ, óïï¿ñÑÜñ½▲ú £Öí¡Üäñëñ½ñÖÖ▲ú ë　Ñ ïêÜÑóöï　 äÜ 
Üßàñ½Ü ÑÜïöíöÜôÖÜ½Ü äëó£Öí¡Ü ïêÜÑó½Üïöó £Öí¡Üäñëñ½ñÖÖ▲ê ë　ÑÜç, äëó 
~öÜ½ ÜÖ ïêÜÑóöï　 íßïÜ¿0öÖÜ äÜ ÜäëñÑñ¿ñÖó0 íßïÜ¿0öÖÜú ïêÜÑó½Üïöó 
£Öí¡Üäñëñ½ñÖÖÜÇÜ ë　Ñí.                                                                                          

 
でçÜúïöçí £Öí¡Üäñëñ½ñÖÖ▲ê ë　ÑÜç  

でçÜúïöçÜ 1. でêÜÑ　àóúï　 £Öí¡Üäñëñ½ñÖÖ▲ú ë　Ñ (1) (ç öÜ½ ôóï¿ñ ó 
£Öí¡ÜäÜïöÜ　ÖÖ▲ú) Üïöíñöï　 ïêÜÑ　àó½ï　 ó Öñ ½ñÖ　ñö çñ¿óôóÖ▲ ïÜ½½▲ äëó 
¿0ßÜú ÇëÜääóëÜç¡ñ ñÇÜ ô¿ñÖÜç, äëÜó£çñÑñÖÖÜú ßñ£ ó£½ñÖñÖó　 äÜë　Ñ¡í óê 
ï¿ñÑÜçíÖó　. 

げí½ñôíÖóñ 2. だßëíöÖÜñ Öñ çñëÖÜ. どí¡, Öíäëó½ñë, ë　Ñ ...2222   
ëíïêÜÑóöï　, í ë　Ñ ...00...)22()22(  , äÜ¿ÜôñÖÖ▲ú äÜäíëÖÜú 
ÇëÜääóëÜç¡Üú ñÇÜ ô¿ñÖÜç, ïêÜÑóöï　. 

でçÜúïöçÜ 2. んßïÜ¿0öÖÜ ïêÜÑ　àóúï　 £Öí¡Üäñëñ½ñÖÖ▲ú ë　Ñ (1) (ç öÜ½ 
ôóï¿ñ ó £Öí¡ÜäÜïöÜ　ÖÖ▲ú) Üïöíñöï　 ïêÜÑ　àó½ï　 ó Öñ ½ñÖ　ñö çñ¿óôóÖ▲ 
ïÜ½½▲ äëó ¿0ßÜú äñëñïöíÖÜç¡ñ ñÇÜ ô¿ñÖÜç (öñÜëñ½í がóëóê¿ñ). 

でçÜúïöçÜ 3. ぎï¿ó ç Üï¿ÜçÖÜ ïêÜÑ　àñ½ï　 £Öí¡Üäñëñ½ñÖÖÜ½ ë　Ññ (1) 
ó£½ñÖóöá äÜë　ÑÜ¡ ï¿ñÑÜçíÖó　 ô¿ñÖÜç, öÜ ½Ü¢ÖÜ äÜ¿Üôóöá ïêÜÑ　àóúï　 ë　Ñ ï 
£íëíÖññ £íÑíÖÖÜú ïÜ½½Üú ó¿ó ëíïêÜÑ　àóúï　 ë　Ñ (öñÜëñ½í づó½íÖí). 

でçÜúïöçÜ 4. んßïÜ¿0öÖÜ ïêÜÑ　àóñï　 ë　Ñ▲ ½Ü¢ÖÜ äÜô¿ñÖÖÜ ï¡¿íÑ▲çíöá 
(ç▲ôóöíöá), äëó ~öÜ½ äÜ¿Üôóöï　 íßïÜ¿0öÖÜ ïêÜÑ　àóúï　 ë　Ñ ï ïÜ½½Üú, ëíçÖÜú 
ïÜ½½ñ (ëí£ÖÜïöó) ïÜ½½ óïêÜÑÖ▲ê ë　ÑÜç. 

ご£ ïçÜúïöçí 4 ï¿ñÑÜñö, ôöÜ íßïÜ¿0öÖÜ ïêÜÑ　àóñï　 ë　Ñ▲ ïêÜÑ　öï　 £í ïôñö 
öÜÇÜ, ôöÜ óê ô¿ñÖ▲ ÑÜïöíöÜôÖÜ ß▲ïöëÜ ïöëñ½　öï　 ¡ ÖÜ¿0 äëó n , í 
Üï¿ÜçÖÜ ïêÜÑ　àóñï　 ë　Ñ▲ ïêÜÑ　öï　 £í ïôñö ôíïöóôÖÜú ¡Ü½äñÖïíîóó ô¿ñÖÜç ï 
ëí£Ö▲½ó £Öí¡í½ó. 

でçÜúïöçÜ 5. ぢëÜó£çñÑñÖóñ ÑçÜê íßïÜ¿0öÖÜ ïêÜÑ　àóêï　 ë　ÑÜç ñïöá 
íßïÜ¿0öÖÜ ïêÜÑ　àóúï　 ë　Ñ ï ïÜ½½Üú, ëíçÖÜú äëÜó£çñÑñÖó0 ïÜ½½ óïêÜÑÖ▲ê 
ë　ÑÜç, äëó ~öÜ½ äÜÑ äëÜó£çñÑñÖóñ½ ÑçÜê ë　ÑÜç ......21  nuuu  ó 

......21  nvvv  äÜÖó½í0ö ë　Ñ çóÑí 
...)...()()()( 1121132231122111   vuvuvuvuvuvuvuvuvu nnn  . 

でçÜúïöçÜ 6. ぎï¿ó £Öí¡Üäñëñ½ñÖÖ▲ú ë　Ñ (1) ïêÜÑóöï　 íßïÜ¿0öÖÜ, öÜ 
ë　Ñ▲, ïÜïöíç¿ñÖÖ▲ñ ó£ ñÇÜ äÜ¿Ü¢óöñ¿áÖ▲ê (Üöëóîíöñ¿áÖ▲ê) ô¿ñÖÜç, 
ïêÜÑ　öï　. ぎï¿ó £Öí¡Üäñëñ½ñÖÖ▲ú ë　Ñ (1) ïêÜÑóöï　 Üï¿ÜçÖÜ, öÜ 
ç▲üñÜ¡í£íÖÖ▲ñ ë　Ñ▲ ëíïêÜÑ　öï　. 

ぶíïöÖ▲½ ï¿Üôíñ½ £Öí¡Üäñëñ½ñÖÖ▲ê ë　ÑÜç 　ç¿　0öï　 £Öí¡ÜôñëñÑÜ0àóñï　 
ë　Ñ▲. 

げÖí¡ÜôñëñÑÜ0àó½ï　 ë　ÑÜ½ Öí£▲çíñöï　 ë　Ñ çóÑí 

                      




 
1

11
4321 )1(...)1(...

n
n

n
n

n uuuuuu ,               (3) 

ÇÑñ 0nu  Ñ¿　 çïñê n , ö.ñ. ë　Ñ, Ü ¡ÜöÜëÜÇÜ äÜ¿Ü¢óöñ¿áÖ▲ñ ó Üöëóîíöñ¿áÖ▲ñ 
ô¿ñÖ▲ ï¿ñÑÜ0ö ÑëÜÇ £í ÑëÜÇÜ½ äÜÜôñëñÑÖÜ. 

げí½ñôíÖóñ 3. ごïï¿ñÑÜçíÖóñ £Öí¡ÜôñëñÑÜ0àñÇÜï　 ë　Ñí çóÑí 
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1
4321 )1(...)1(...

n
n

n
n

n uuuuuu ,               (4) 

ÇÑñ 0nu  Ñ¿　 çïñê n  (ö.ñ. ï äñëç▲½ Üöëóîíöñ¿áÖ▲½ ô¿ñÖÜ½), ïçÜÑóöï　 äÜöñ½ 
Ü½ÖÜ¢ñÖó　 çïñê ñÇÜ ô¿ñÖÜç Öí ôóï¿Ü (-1) ¡ óïï¿ñÑÜçíÖó0 ë　Ñí (3). 

が¿　 óïï¿ñÑÜçíÖó　 £Öí¡ÜôñëñÑÜ0àóêï　 ë　ÑÜç Öí ïêÜÑó½Üïöá äëó½ñÖ　0ö 
ï¿ñÑÜ0àóú ÑÜïöíöÜôÖ▲ú äëó£Öí¡ ïêÜÑó½Üïöó. 

どñÜëñ½í 2 (äëó£Öí¡ ずñúßÖóîí). ぎï¿ó: 
1) ô¿ñÖ▲ £Öí¡ÜôñëñÑÜ0àñÇÜï　 ë　Ñí (3) ½ÜÖÜöÜÖÖÜ Üß▲çí0ö äÜ 

íßïÜ¿0öÖÜú çñ¿óôóÖñ, ö.ñ. ......321  nuuuu ; 
2) Üßàóú ô¿ñÖ nu  ë　Ñí (3) ïöëñ½óöï　 ¡ ÖÜ¿0 äëó n , ö.ñ. 0lim 


n

n
u , 

öÜ £Öí¡ÜôñëñÑÜ0àóúï　 ë　Ñ (3) ïêÜÑóöï　. ぢëó ~öÜ½ ïÜ½½í S  ë　Ñí 
ÜÑÜç¿ñöçÜë　ñö ÖñëíçñÖïöçÜ 
                                                             10 uS  .                                                  (5) 

げÖí¡ÜôñëñÑÜ0àóñï　 ë　Ñ▲ (3) ó (4), Ñ¿　 ¡ÜöÜë▲ê ç▲äÜ¿Ö　0öï　 Üï¿Üçó　 
äëó£Öí¡í ずñúßÖóîí, Öí£▲çí0öï　 ¿ñúßÖóîñçï¡ó½ó ë　Ñí½ó. 

げí½ñôíÖóñ 4. ぢëó£Öí¡ ずñúßÖóîí Üïöíñöï　 ïäëíçñÑ¿óç▲½, ñï¿ó äñëçÜñ 
Üï¿Üçóñ ç▲äÜ¿Ö　ñöï　, ÖíôóÖí　 ï Öñ¡ÜöÜëÜÇÜ ÖÜ½ñëí n . 

げí½ñôíÖóñ 5. ぞñëíçñÖïöçÜ (5) Ñíñö çÜ£½Ü¢ÖÜïöá äÜ¿Üôóöá ÜîñÖ¡Ü 
Üüóß¡ó, ÑÜäÜï¡íñ½Üú äëó £í½ñÖñ ïÜ½½▲ S  ÑíÖÖÜÇÜ ë　Ñí (3) Öí ñÇÜ 
ôíïöóôÖÜ0 ïÜ½½Ü nS . どí¡ ¡í¡ äëó ~öÜ½ ÜößëÜüñÖÖ▲ú ë　Ñ, ö.ñ. ÜïöíöÜ¡, 
　ç¿　ñöï　 öí¡¢ñ £Öí¡ÜôñëñÑÜ0àó½ï　 ë　ÑÜ½, ïÜ½½í ¡ÜöÜëÜÇÜ äÜ ½ÜÑÜ¿0 
½ñÖáüñ äñëçÜÇÜ ô¿ñÖí ~öÜÇÜ ë　Ñí, öÜ Üüóß¡í ÜîñÖ¡ó ½ñÖáüñ ½ÜÑÜ¿　 äñëçÜÇÜ 
ó£ ÜößëÜüñÖÖ▲ê ô¿ñÖÜç ë　Ñí (3). 

ごïï¿ñÑÜçíÖóñ £Öí¡ÜôñëñÑÜ0àóêï　 ë　ÑÜç ÜÑÜßÖÜ ÖíôóÖíöá ï 
óïï¿ñÑÜçíÖó　 óê íßïÜ¿0öÖÜú ïêÜÑó½Üïöó, ö.¡. ôíïöÜ ~öÜ ß▲ïöëññ Ñíñö 
ëñ£Ü¿áöíö, ôñ½ äëó½ñÖñÖóñ äëó£Öí¡í ずñúßÖóîí ï äÜï¿ñÑÜ0àó½ 
óïï¿ñÑÜçíÖóñ½ íßïÜ¿0öÖÜú ïêÜÑó½Üïöó. 

ぢëó óïï¿ñÑÜçíÖóó £Öí¡Üäñëñ½ñÖÖ▲ê (£Öí¡ÜôñëñÑÜ0àóêï　) ë　ÑÜç Öí 
íßïÜ¿0öÖÜ0 ïêÜÑó½Üïöá äëó½ñÖ　0ö çïñ äëó£Öí¡ó ïêÜÑó½Üïöó Ñ¿　 
£Öí¡ÜäÜïöÜ　ÖÖ▲ê ë　ÑÜç. 

ぢëó½ñë 2. ごïï¿ñÑÜçíöá ë　Ñ Öí ïêÜÑó½Üïöá 

...
)!23(

)1(...
!7

1
!4

1
!1

1
)!23(

)1( 1

1

1








 






nn

n

n

n
 . 

づñüñÖóñ. でÜïöíçó½ Ñ¿　 ÑíÖÖÜÇÜ £Öí¡ÜôñëñÑÜ0àñÇÜï　 ë　Ñí ë　Ñ ó£ 
½ÜÑÜ¿ñú ñÇÜ ô¿ñÖÜç 

...
)!23(

1...
!7

1
!4

1
!1

1
)!23(

1
1










 nnn
  

ó óïï¿ñÑÜñ½ äÜ¿ÜôñÖÖ▲ú ë　Ñ ï äÜ½Üàá0 äëó£Öí¡í がí¿í½ßñëí, ö.¡. Üßàóú 
ô¿ñÖ ïÜÑñë¢óö âí¡öÜëóí¿. 

0
)13(3)13(

1
)!13(
)!23(

limlim 






 nnnn
n

nn
, 
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ï¿ñÑÜçíöñ¿áÖÜ, ë　Ñ ó£ ½ÜÑÜ¿ñú ïêÜÑóöï　 äÜ äëó£Öí¡Ü がí¿í½ßñëí, ö.¡. 
10 q . げÖíôóö, óïï¿ñÑÜñ½▲ú £Öí¡ÜôñëñÑÜ0àóúï　 ë　Ñ ïêÜÑóöï　 íßïÜ¿0öÖÜ 

äÜ ÜäëñÑñ¿ñÖó0 íßïÜ¿0öÖÜú ïêÜÑó½Üïöó.                                                           
ぢëó½ñë 3. ごïï¿ñÑÜçíöá ë　Ñ Öí ïêÜÑó½Üïöá 

...
6

1)1(...
63

1

62

1

61

1

6

1)1(
8 58 58 58 51 8 5



















 nn
n

n

n  . 

づñüñÖóñ. がíÖÖ▲ú ë　Ñ 　ç¿　ñöï　 £Öí¡ÜôñëñÑÜ0àó½ï　 ë　ÑÜ½. でÜïöíçó½ 
ë　Ñ ó£ ½ÜÑÜ¿ñú Ñ¿　 ô¿ñÖÜç ~öÜÇÜ ë　Ñí 

...
6

1...
63

1

62

1

61

1

6

1
8 58 58 58 51 8 5



















 nnn
 . 

ぢëó½ñÖó½ äëñÑñ¿áÖ▲ú äëó£Öí¡ ïëíçÖñÖó　 Ñ¿　 äÜ¿ÜôñÖÖÜÇÜ ë　Ñí. が¿　 ~öÜÇÜ 
ëíïï½Üöëó½ ÜßÜßàñÖÖ▲ú Çíë½ÜÖóôñï¡óú ë　Ñ 

...1...
3

1

2

1

1

11
8 58 58 58 51 8 5




 nnn
, 

¡ÜöÜë▲ú 　ç¿　ñöï　 ëíïêÜÑ　àó½ï　, ö.¡. 185  . ぞíúÑñ½ äëñÑñ¿ ÜöÖÜüñÖó　 
Üßàóê ô¿ñÖÜç Ü¡í£íÖÖ▲ê ë　ÑÜç 

01
68 5

8 5

lim 
 n

n
n

, 

ï¿ñÑÜçíöñ¿áÖÜ, ë　Ñ ó£ ½ÜÑÜ¿ñú ëíïêÜÑóöï　 äÜ äëñÑñ¿áÖÜ½Ü äëó£Öí¡Ü 
ïëíçÖñÖó　. ぢëÜçñëó½ öÜÇÑí ïêÜÑó½Üïöá £Öí¡ÜôñëñÑÜ0àñÇÜï　 ë　Ñí äÜ 
äëó£Öí¡Ü ずñúßÖóîí: 

1) ...
6

1...
63

1

62

1

61

1
8 58 58 58 5











 n

, ö.ñ. ô¿ñÖ▲ 

£Öí¡ÜôñëñÑÜ0àñÇÜï　 ë　Ñí ½ÜÖÜöÜÖÖÜ Üß▲çí0ö äÜ íßïÜ¿0öÖÜú çñ¿óôóÖñ ï 
ëÜïöÜ½ ÖÜ½ñëí n ; 

2) 0
6

1
8 5limlim 




 n
u

n
n

n
, 

ï¿ñÑÜçíöñ¿áÖÜ, £Öí¡ÜôñëñÑÜ0àóúï　 ë　Ñ ïêÜÑóöï　 äÜ äëó£Öí¡Ü ずñúßÖóîí. どí¡ 
¡í¡ ë　Ñ ó£ ½ÜÑÜ¿ñú ëíïêÜÑóöï　, í ïí½ £Öí¡ÜôñëñÑÜ0àóúï　 ë　Ñ ïêÜÑóöï　, öÜ 
äÜ ÜäëñÑñ¿ñÖó0 óïï¿ñÑÜñ½▲ú ë　Ñ ïêÜÑóöï　 Üï¿ÜçÖÜ.                                         

ぢëó½ñë 4. ごïï¿ñÑÜçíöá ë　Ñ Öí ïêÜÑó½Üïöá 

...
49

5)1(...
439

35
429

25
419

15
49
5)1(

2

2

2

2

2

2

2

2

1
2

21




























n
n

n
n n

n

n
 . 

づñüñÖóñ. ば¡í£íÖÖ▲ú ë　Ñ – £Öí¡ÜôñëñÑÜ0àóúï　, Ñ¿　 ¡ÜöÜëÜÇÜ äëñÑñ¿ 
ÜßàñÇÜ ô¿ñÖí äëó n  Öñ ëíçñÖ ÖÜ¿0, ö.ñ. 

0
9
5

49
5
2

2

limlim 



 n

nu
n

n
n

, 

£Öíôóö, £Öí¡ÜôñëñÑÜ0àóúï　 ë　Ñ ëíïêÜÑóöï　 äÜ ÑÜïöíöÜôÖÜ½Ü äëó£Öí¡Ü 
ëíïêÜÑó½Üïöó.                                                                                                          
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§4. ぱÜÖ¡îóÜÖí¿áÖ▲ñ ë　Ñ▲. だïÖÜçÖ▲ñ äÜÖ　öó　 
 

づ　Ñ çóÑí 

                                      ,)(...)(...)()(
1

21 





n
nn xuxuxuxu                         (1) 

ô¿ñÖí½ó ¡ÜöÜëÜÇÜ 　ç¿　0öï　 âÜÖ¡îóó Üö íëÇÜ½ñÖöí x , ÜäëñÑñ¿ñÖÖÜÇÜ Öí 
Öñ¡ÜöÜëÜ½ ½ÖÜ¢ñïöçñ D , Öí£▲çíñöï　 âÜÖ¡îóÜÖí¿áÖ▲½ ë　ÑÜ½. 

ぎï¿ó ç ë　Ñ (1) äÜÑïöíç¿　öá ÜäëñÑñ¿ñÖÖ▲ñ ôóï¿Üç▲ñ £ÖíôñÖó　 Dx , öÜ 
ßÜÑÜö äÜ¿Üôíöáï　 ëí£¿óôÖ▲ñ ôóï¿Üç▲ñ ë　Ñ▲, ïëñÑó ¡ÜöÜë▲ê ½ÜÇÜö ß▲öá ¡í¡ 
ïêÜÑ　àóñï　, öí¡ ó ëíïêÜÑ　àóñï　. 

でÜçÜ¡ÜäÖÜïöá £ÖíôñÖóú x , äëó ¡ÜöÜë▲ê âÜÖ¡îóó )(xun  ÜäëñÑñ¿ñÖ▲ ó 
âÜÖ¡îóÜÖí¿áÖ▲ú ë　Ñ (1) ïêÜÑóöï　, Öí£▲çíñöï　 Üß¿íïöá0 ïêÜÑó½Üïöó 
âÜÖ¡îóÜÖí¿áÖÜÇÜ ë　Ñí. 

ぜÜ¢ñö äÜ¿Üôóöáï　, ôöÜ äëó Öñ¡ÜöÜë▲ê Dx  ë　Ñ (1) ïêÜÑóöï　 
íßïÜ¿0öÖÜ, í äëó Öñ¡ÜöÜë▲ê – Üï¿ÜçÖÜ, äÜ~öÜ½Ü ½Ü¢ÖÜ ëí£¿óôíöá Üß¿íïöó 
íßïÜ¿0öÖÜú ó Üï¿ÜçÖÜú ïêÜÑó½Üïöó âÜÖ¡îóÜÖí¿áÖÜÇÜ ë　Ñí. 

とí¢ÑÜ½Ü £ÖíôñÖó0 x  ó£ Üß¿íïöó ïêÜÑó½Üïöó ïÜÜöçñöïöçÜñö 
ÜäëñÑñ¿ñÖÖÜñ £ÖíôñÖóñ çñ¿óôóÖ▲ )(lim xSn

n 
, ÇÑñ 

)(...)()()( 21 xuxuxuxS nn   – ôíïöóôÖí　 ïÜ½½í ë　Ñí (1). ÄöÜ çñ¿óôóÖÜ, 
　ç¿　0àÜ0ï　 âÜÖ¡îóñú Üö x , Öí£▲çí0ö ïÜ½½Üú âÜÖ¡îóÜÖí¿áÖÜÇÜ ë　Ñí ó 
ÜßÜ£Öíôí0ö ôñëñ£ )(xS . ぢëó ~öÜ½ ÇÜçÜë　ö, ôöÜ âÜÖ¡îóÜÖí¿áÖ▲ú ë　Ñ ïêÜÑóöï　 
¡ âÜÖ¡îóó )(xS  Öí ïçÜñú Üß¿íïöó ïêÜÑó½Üïöó. 

が¿　 ÖíêÜ¢ÑñÖó　 Üß¿íïöó ïêÜÑó½Üïöó âÜÖ¡îóÜÖí¿áÖÜÇÜ ë　Ñí ½Ü¢ÖÜ 
äëó½ñÖ　öá «~öí¿ÜÖÖ▲ñ» ë　Ñ▲, í öí¡¢ñ ÑÜïöíöÜôÖ▲ñ äëó£Öí¡ó ïêÜÑó½Üïöó 
ôóï¿Üç▲ê ë　ÑÜç (äëó£Öí¡ がí¿í½ßñëí, ëíÑó¡í¿áÖ▲ú äëó£Öí¡ とÜüó ó Ñë.) Ñ¿　 
ë　Ñí, ïÜïöíç¿ñÖÖÜÇÜ ó£ ½ÜÑÜ¿ñú ô¿ñÖÜç óïêÜÑÖÜÇÜ âÜÖ¡îóÜÖí¿áÖÜÇÜ ë　Ñí. 

ぢëó½ñë 1. ぞíúöó Üß¿íïöá ïêÜÑó½Üïöó ë　Ñí 




1
ln

n

n x . 

づñüñÖóñ. がíÖÖ▲ú ë　Ñ 　ç¿　ñöï　 ë　ÑÜ½ ÇñÜ½ñöëóôñï¡Üú äëÜÇëñïïóó ïÜ 
£Öí½ñÖíöñ¿ñ½ xq ln . どí¡ ¡í¡ ë　Ñ ÇñÜ½ñöëóôñï¡Üú äëÜÇëñïïóó ïêÜÑóöï　 äëó 

1q , öÜ óïêÜÑÖ▲ú ë　Ñ ïêÜÑóöï　 äëó 1ln x , ö.ñ. äëó 1ln1  x . 
で¿ñÑÜçíöñ¿áÖÜ, Üß¿íïöá ïêÜÑó½Üïöó ÑíÖÖÜÇÜ ë　Ñí ÜäëñÑñ¿　ñöï　 

ÖñëíçñÖïöçí½ó ex
e


1 .                                                                                         

ぢëó½ñë 2. ぞíúöó Üß¿íïöá ïêÜÑó½Üïöó ë　Ñí 




 1
3 1n

n

n
x . 

づñüñÖóñ. ぢëó½ñÖó½ äëó£Öí¡ がí¿í½ßñëí. どí¡ ¡í¡ ~öÜö äëó£Öí¡ äëó½ñÖó½ 
Ñ¿　 ë　ÑÜç ï äÜ¿Ü¢óöñ¿áÖ▲½ó ô¿ñÖí½ó, öÜ óïï¿ñÑÜñ½ ë　Ñ ïëí£Ü Öí 



 17 

íßïÜ¿0öÖÜ0 ïêÜÑó½Üïöá. だßàóú ô¿ñÖ ÑíÖÖÜÇÜ ë　Ñí ó½ññö çóÑ 
1

)( 3 


n
xxu

n

n , 

öÜÇÑí 
1)1(

)( 3

1

1





 n
xxu

n

n . ぞíúÑñ½ 
)(
)(1lim xu

xu

n

n

n




: 



















 1)1(
)1(

)1)1((
)1(

)(
)(

3

3

3

31
1 limlimlim

n
nx

xn
nx

xu
xu

nn

n

nn

n

n
 

x
n

nx
n







 1)1(
1

3

3

lim . 

ぢÜ äëó£Öí¡Ü がí¿í½ßñëí óïêÜÑÖ▲ú ë　Ñ ïêÜÑóöï　, ó äëóöÜ½ íßïÜ¿0öÖÜ, ñï¿ó 
1x , ö.ñ. äëó 11  x ; ë　Ñ ëíïêÜÑóöï　, ñï¿ó 1x , ö.ñ. äëó 1x  ó¿ó 

1x . ぎï¿ó 1x , öÜ äëó£Öí¡ がí¿í½ßñëí Üöçñöí Öñ Ñíñö ó äëó 1x  ë　Ñ 
ÖÜ¢ÖÜ óïï¿ñÑÜçíöá ÜöÑñ¿áÖÜ. 

1) ぢëó 1x  äÜ¿Üôíñöï　 ë　Ñ 


 1
3 1
1

n n
, ¡ÜöÜë▲ú óïï¿ñÑÜñ½ ï äÜ½Üàá0 

äëñÑñ¿áÖÜÇÜ äëó£Öí¡í ïëíçÖñÖó　. どí¡ ¡í¡ ÜßÜßàñÖÖ▲ú Çíë½ÜÖóôñï¡óú ë　Ñ 




1
3

1
n n

 ïêÜÑóöï　 ( 13 ) ó 01
13

3

lim 
 n

n
n

, öÜ Üßí ë　Ñí ïêÜÑ　öï　 

ÜÑÖÜçëñ½ñÖÖÜ äÜ äëñÑñ¿áÖÜ½Ü äëó£Öí¡Ü ïëíçÖñÖó　. どÜô¡í 1x  çÜúÑñö ç 
Üß¿íïöá ïêÜÑó½Üïöó óïêÜÑÖÜÇÜ ë　Ñí. 

2) ぢëó 1x  äÜ¿Üôíñöï　 £Öí¡ÜôñëñÑÜ0àóúï　 ë　Ñ 


 


1
3 1

)1(
n

n

n
, ¡ÜöÜë▲ú 

ïêÜÑóöï　 íßïÜ¿0öÖÜ äÜ ÜäëñÑñ¿ñÖó0 íßïÜ¿0öÖÜú ïêÜÑó½Üïöó, ö.¡. ïêÜÑóöï　 
ë　Ñ ó£ ½ÜÑÜ¿ñú ñÇÜ ô¿ñÖÜç. どÜô¡í 1x  öí¡¢ñ çÜúÑñö ç Üß¿íïöá ïêÜÑó½Üïöó 
ë　Ñí. げÖíôóö, óïêÜÑÖ▲ú ë　Ñ ïêÜÑóöï　 äëó 11  x .                                          

げí½ñôíÖóñ. ぢëó ÖíêÜ¢ÑñÖóó äëñÑñ¿Üç 
)(
)(1lim xu

xu

n

n

n




 ó¿ó n n

n
xu )(lim


 

x  ïôóöí0ö äÜïöÜ　ÖÖÜú çñ¿óôóÖÜú. 
ぢëó½ñë 3. ぞíúöó Üß¿íïöá ïêÜÑó½Üïöó ë　Ñí 




1
)(

n

nxn . 

づñüñÖóñ. ぢëó½ñÖó½ äëó£Öí¡ とÜüó. ぞíúÑñ½ n n
n

xu )(lim


, ÇÑñ 

nn
n xnxu )( : 




nxxnxnxn
nn

n nn

n
n nn

n
limlimlimlim )(  

Ñ¿　 ¿0ßÜÇÜ Rx , ó, ï¿ñÑÜçíöñ¿áÖÜ, ë　Ñ ó£ ½ÜÑÜ¿ñú ïêÜÑóöï　 äëó Rx . 
げÖíôóö, óïêÜÑÖ▲ú ë　Ñ íßïÜ¿0öÖÜ ïêÜÑóöï　 äëó çïñê Rx .                               
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§5. でöñäñÖÖ▲ñ ë　Ñ▲ 
 

でëñÑó âÜÖ¡îóÜÖí¿áÖ▲ê ë　ÑÜç ÜïÜßÜ0 ëÜ¿á ç ½íöñ½íöó¡ñ ó ññ 
äëó¿Ü¢ñÖó　ê óÇëí0ö ë　Ñ▲, ô¿ñÖí½ó ¡ÜöÜë▲ê 　ç¿　0öï　 ïöñäñÖÖ▲ñ âÜÖ¡îóó 
Üö íëÇÜ½ñÖöí x , ö.ñ ïöñäñÖÖ▲ñ ë　Ñ▲ (ôíïöÖ▲ú ï¿Üôíú âÜÖ¡îóÜÖí¿áÖ▲ê 
ë　ÑÜç). 

づ　Ñ çóÑí 

                                   





0

2
210 ......

n

n
n

n
n xaxaxaxaa ,                        (1) 

ÇÑñ 0a , 1a , 2a ,…, na ,… – Ññúïöçóöñ¿áÖ▲ñ (ó¿ó ¡Ü½ä¿ñ¡ïÖ▲ñ) ôóï¿í 
(Öí£▲çí0öï　 ¡Ü~ââóîóñÖöí½ó ë　Ñí (1)), Rx  – Ññúïöçóöñ¿áÖí　 
äñëñ½ñÖÖí　, Öí£▲çíñöï　 ïöñäñÖÖ▲½ ë　ÑÜ½. 

でöñäñÖÖÜú ë　Ñ (1) ëíïäÜ¿Ü¢ñÖ äÜ ïöñäñÖ　½ x . どí¡¢ñ ½Ü¢ÖÜ 
ëíïï½íöëóçíöá ë　Ñ, ëíïäÜ¿Ü¢ñÖÖ▲ú äÜ ïöñäñÖ　½ )( 0xx  . 

づ　Ñ çóÑí 

            





0
00

2
02010 )(...)(...)()(

n

n
n

n
n xxaxxaxxaxxaa ,   (2) 

ÇÑñ 0x  – Öñ¡ÜöÜëÜñ äÜïöÜ　ÖÖÜñ ôóï¿Ü, öí¡¢ñ 　ç¿　ñöï　 ïöñäñÖÖ▲½ ë　ÑÜ½. ÄöÜ 
ë　Ñ ßÜ¿ññ ÜßàñÇÜ çóÑí. でöñäñÖÖÜú ë　Ñ (2) äëóçÜÑóöï　 ¡ ë　ÑÜ çóÑí (1), ñï¿ó 
ç▲äÜ¿Öóöá äÜÑïöíÖÜç¡Ü yxx  0 . ぢÜ~öÜ½Ü äëó ó£ÜôñÖóó ïöñäñÖÖ▲ê ë　ÑÜç 
½Ü¢ÖÜ ÜÇëíÖóôóöáï　 ó£ÜôñÖóñ½ ïöñäñÖÖ▲ê ë　ÑÜç çóÑí (1). 

げí½ñöó½, ôöÜ Üß¿íïöá ïêÜÑó½Üïöó ïöñäñÖÖÜÇÜ ë　Ñí (1) ïÜÑñë¢óö, äÜ 
¡ëíúÖñú ½ñëñ, ÜÑÖÜ öÜô¡Ü 0x  (Ñ¿　 ë　Ñí (2) öÜô¡Ü 0xx  ). 

だß¿íïöá0 ïêÜÑó½Üïöó ïöñäñÖÖÜÇÜ ë　Ñí 　ç¿　ñöï　 óÖöñëçí¿ ôóï¿ÜçÜú Üïó, 
ïó½½ñöëóôÖ▲ú ÜöÖÜïóöñ¿áÖÜ öÜô¡ó 0x  Ñ¿　 ë　Ñí (1) ó¿ó öÜô¡ó 0xx   Ñ¿　 
ë　Ñí (2). どí¡Üú óÖöñëçí¿ Öí£▲çí0ö óÖöñëçí¿Ü½ ïêÜÑó½Üïöó ïöñäñÖÖÜÇÜ 
ë　Ñí. 

づíÑóÜïÜ½ ïêÜÑó½Üïöó ïöñäñÖÖÜÇÜ ë　Ñí Öí£▲çí0ö ôóï¿Ü 0R  öí¡Üñ, ôöÜ 
äëó çïñê x , Ñ¿　 ¡ÜöÜë▲ê ç▲äÜ¿Ö　ñöï　 ÖñëíçñÖïöçÜ Rx  , ë　Ñ (1) ïêÜÑóöï　, í 
äëó çïñê Rx   – ëíïêÜÑóöï　 (Ñ¿　 ë　Ñí (2) – äëó çïñê x , Ñ¿　 ¡ÜöÜë▲ê 

Rxx  0  ë　Ñ (2) ïêÜÑóöï　, í äëó çïñê Rxx  0  – ëíïêÜÑóöï　). 
がëÜÇó½ó ï¿Üçí½ó, óÖöñëçí¿ ïêÜÑó½Üïöó ïöñäñÖÖÜÇÜ ë　Ñí – ~öÜ óÖöñëçí¿, 

êíëí¡öñëó£Ü0àóúï　 ÖñëíçñÖïöçí½ó RxR   Ñ¿　 ë　Ñí (1), ó¿ó óÖöñëçí¿ 
RxxRx  00  Ñ¿　 ë　Ñí (2). ぞí ¡ÜÖîíê óÖöñëçí¿í ïêÜÑó½Üïöó, ö.ñ. äëó 

Rx   ó Rx   Ñ¿　 ë　Ñí (1) (äëó Rxx  0  ó Rxx  0  Ñ¿　 ë　Ñí (2)), 
ïêÜÑó½Üïöá ë　Ñí ç ¡í¢ÑÜ½ ï¿Üôíñ äëÜçñë　ñöï　 ÜöÑñ¿áÖÜ. 

ごïï¿ñÑÜçíöá ïöñäñÖÖÜú ë　Ñ Öí ïêÜÑó½Üïöá – ~öÜ £Öíôóö Öíúöó ñÇÜ 
óÖöñëçí¿ ïêÜÑó½Üïöó ó ç▲　ïÖóöá, ïêÜÑóöï　 ó¿ó ëíïêÜÑóöï　 ë　Ñ Öí ÇëíÖóîíê 
óÖöñëçí¿í ïêÜÑó½Üïöó. だß¿íïöá ïêÜÑó½Üïöó ïöñäñÖÖÜÇÜ ë　Ñí çïñÇÑí ïÜïöÜóö 
ó£ óÖöñëçí¿í ïêÜÑó½Üïöó ó, ß▲öá ½Ü¢ñö, ÇëíÖóôÖ▲ê öÜôñ¡ ~öÜÇÜ óÖöñëçí¿í. 
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ゑ ôíïöÖÜ½ ï¿Üôíñ, ¡ÜÇÑí 0R , ë　Ñ (1) ïêÜÑóöï　 öÜ¿á¡Ü ç ÜÑÖÜú öÜô¡ñ 
0x  (ë　Ñ (2) ïêÜÑóöï　 ç öÜô¡ñ 0xx  ). ぎï¿ó ¢ñ R , öÜ ~öÜ Ü£Öíôíñö, ôöÜ 

ë　Ñ (1) (ë　Ñ (2)) ïêÜÑóöï　 äëó çïñê Rx . 
だö½ñöó½, ôöÜ çïöëñôí0öï　 ï¿Üôíó, ¡ÜÇÑí ïöñäñÖÖÜú ë　Ñ ïÜÑñë¢óö Öñ çïñ 

ïöñäñÖó x  (Öíäëó½ñë, öÜ¿á¡Ü ôñöÖ▲ñ ïöñäñÖó ó¿ó öÜ¿á¡Ü ÖñôñöÖ▲ñ ïöñäñÖó 
x ). ゑ ~öÜ½ ï¿Üôíñ ÇÜçÜë　ö, ôöÜ £íÑíÖ ÖñäÜ¿Ö▲ú ïöñäñÖÖÜú ë　Ñ, ç äëÜöóçÖÜ½ 
ï¿Üôíñ – äÜ¿Ö▲ú ïöñäñÖÖÜú ë　Ñ. 

 
ぞíêÜ¢ÑñÖóñ Üß¿íïöó ïêÜÑó½Üïöó ïöñäñÖÖÜÇÜ ë　Ñí 

1. が¿　 ÖíêÜ¢ÑñÖó　 Üß¿íïöó ïêÜÑó½Üïöó ïöñäñÖÖÜÇÜ ë　Ñí (¡í¡ äÜ¿ÖÜÇÜ, 
öí¡ ó ÖñäÜ¿ÖÜÇÜ) äëó½ñÖ　0ö äëó£Öí¡ がí¿í½ßñëí ó¿ó ëíÑó¡í¿áÖ▲ú äëó£Öí¡ 
とÜüó Ñ¿　 ë　Ñí, ïÜïöíç¿ñÖÖÜÇÜ ó£ ½ÜÑÜ¿ñú ô¿ñÖÜç óïêÜÑÖÜÇÜ ïöñäñÖÖÜÇÜ ë　Ñí. 

2. が¿　 ÖíêÜ¢ÑñÖó　 Üß¿íïöó ïêÜÑó½Üïöó äÜ¿ÖÜÇÜ ïöñäñÖÖÜÇÜ ë　Ñí ½Ü¢ÖÜ 
äëó½ñÖóöá ÜÑÖÜ ó£ ï¿ñÑÜ0àóê âÜë½Ü¿ ç▲ôóï¿ñÖó　 ëíÑóÜïí ïêÜÑó½Üïöó: 

                                                       
1

lim



n

n

n a
aR                                                 (3) 

ó¿ó 

                                                       
n

nn a
R 1

lim


 .                                              (4) 

げí½ñôíÖóñ. ぱÜë½Ü¿▲ (3) ó (4) Öñ¿á£　 äëó½ñÖ　öá ç öñê ï¿Üôí　ê, ¡ÜÇÑí 
ßñï¡ÜÖñôÖÜñ ôóï¿Ü ¡Ü~ââóîóñÖöÜç ïöñäñÖÖÜÇÜ ë　Ñí ëíçÖÜ ÖÜ¿0. ゑ ôíïöÖÜïöó, 
~öó âÜë½Ü¿▲ Öñäëó½ñÖó½▲ Ñ¿　 ÖñäÜ¿Ö▲ê ïöñäñÖÖ▲ê ë　ÑÜç. 

ぢëó½ñë 1. ぞíúöó Üß¿íïöá ïêÜÑó½Üïöó ë　Ñí 









0

3

5
)1(

n
n

n
n xn . 

づñüñÖóñ. がíÖÖ▲ú ë　Ñ 　ç¿　ñöï　 äÜ¿Ö▲½ ïöñäñÖÖ▲½ ë　ÑÜ½, äÜ~öÜ½Ü Ñ¿　 
ÖíêÜ¢ÑñÖó　 ëíÑóÜïí ïêÜÑó½Üïöó çÜïäÜ¿á£Üñ½ï　 âÜë½Ü¿Üú (3). げÑñïá 

n
n

n
na
5

)1(
3

 , 1

3
1

1 5
)1()1(







 n
n

n
na , ï¿ñÑÜçíöñ¿áÖÜ, 

.5
)1(

5
)1(

5
)1()1(5

5)1(
3

3

3

3

31

13

limlimlim 
















 n
n

n
n

n
nR

nnnn

nn

n
 

ごÖöñëçí¿ ïêÜÑó½Üïöó ó½ññö çóÑ 
5x , ö.ñ. .55  x  

ごïï¿ñÑÜñ½ ïêÜÑó½Üïöá ë　Ñí Öí ÇëíÖóîíê ~öÜÇÜ óÖöñëçí¿í. 

1) ぢëó 5x  äÜ¿Üôíñ½ £Öí¡ÜôñëñÑÜ0àóúï　 ë　Ñ 





0

3)1(
n

n n . ÄöÜö ë　Ñ 

ëíïêÜÑóöï　 äÜ ÑÜïöíöÜôÖÜ½Ü äëó£Öí¡Ü ëíïêÜÑó½Üïöó, ö.¡. 




3limlim nu
n

n
n

. げÖíôóö, öÜô¡í 5x  Öñ çêÜÑóö ç óÖöñëçí¿ ïêÜÑó½Üïöó. 



 20 

2) ぢëó 5x  ïöñäñÖÖÜú ë　Ñ äëóÖó½íñö çóÑ 


0

3

n
n , ¡ÜöÜë▲ú 　ç¿　ñöï　 

ëíïêÜÑ　àó½ï　 äÜ ÑÜïöíöÜôÖÜ½Ü äëó£Öí¡Ü ëíïêÜÑó½Üïöó, äÜ~öÜ½Ü öÜô¡í 
5x  Öñ çêÜÑóö ç óÖöñëçí¿ ïêÜÑó½Üïöó. で¿ñÑÜçíöñ¿áÖÜ, Üß¿íïöá0 

ïêÜÑó½Üïöó óïêÜÑÖÜÇÜ ë　Ñí 　ç¿　ñöï　 óÖöñëçí¿ 55  x .                                
ぢëó½ñë 2. ぞíúöó Üß¿íïöá ïêÜÑó½Üïöó ë　Ñí 




 


0 )!1(
)2(

n

n

n
x . 

づñüñÖóñ. がíÖÖ▲ú ë　Ñ 　ç¿　ñöï　 äÜ¿Ö▲½ ïöñäñÖÖ▲½ ë　ÑÜ½. ぞíúÑñ½ 

ëíÑóÜï ïêÜÑó½Üïöó äÜ âÜë½Ü¿ñ (3), ÇÑñ 
)!1(

1



n

an , 
)!2(

1
1 
 n

an . 








)2(2
)!1(
)!2(

limlimlim nn
n
nR

nnn
, 

£Öíôóö, ë　Ñ ïêÜÑóöï　 äëó çïñê Rx .                                                                    
ぢëó½ñë 3. ぞíúöó Üß¿íïöá ïêÜÑó½Üïöó ë　Ñí 








0

1

!
)7()!12(

n

n

n
xn . 

づñüñÖóñ. げíÑíÖÖ▲ú ë　Ñ – äÜ¿Ö▲ú ïöñäñÖÖÜú ë　Ñ. げÑñïá 
!

)!12(
n

nan


 , 

)!1(
)!12(

1 


 n
nan . ぞíúÑñ½ ëíÑóÜï ïêÜÑó½Üïöó äÜ âÜë½Ü¿ñ (3): 

0
)12(2

1
)12(2

1
)!12(!

)!1()!12(
limlimlim 














 nn

n
nn

n
nn

nnR
nnn

, 

ï¿ñÑÜçíöñ¿áÖÜ, ë　Ñ ïêÜÑóöï　 öÜ¿á¡Ü ç ÜÑÖÜú öÜô¡ñ 7x .                                
ぢëó½ñë 4. ぞíúöó Üß¿íïöá ïêÜÑó½Üïöó ë　Ñí 




 


0
2

2

4
)52(

n
n

n

n
x . 

づñüñÖóñ. ぢñëñäóüñ½ ÑíÖÖ▲ú ë　Ñ ç ï¿ñÑÜ0àñ½ çóÑñ: 




 


0
2

22

4
)25(2

n
n

nn

n
x . 

ÄöÜö ë　Ñ 　ç¿　ñöï　 ÖñäÜ¿Ö▲½ ïöñäñÖÖ▲½ ë　ÑÜ½, ö.¡. ïÜÑñë¢óö öÜ¿á¡Ü ôñöÖ▲ñ 
ïöñäñÖó )25( x . ぢëó½ñÖó½ äëó£Öí¡ がí¿í½ßñëí. が¿　 ÑíÖÖÜÇÜ ë　Ñí ó½ññ½: 

,
4

)25(2)( 2

22

n

nn

n n
xxu



    12

2222

1 4)1(
)25(2)( 







 n
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n n
xxu . 

ぞíúÑñ½ 
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)(1lim xu
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n
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22222
1 limlimlim

n
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nnnn

nnn
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limlim 









x

n
nx

n
nx

nn
. 

づ　Ñ ïêÜÑóöï　, ñï¿ó 1)25( 2 x  ó¿ó 2723  x , ó ëíïêÜÑóöï　 äëó 
23x  ó¿ó 27x . ごïï¿ñÑÜñ½ ïêÜÑó½Üïöá ë　Ñí Öí ÇëíÖóîíê óÖöñëçí¿í 

ïêÜÑó½Üïöó. 
1) ぢëó 27x  äÜ¿Üôó½ ÜßÜßàñÖÖ▲ú Çíë½ÜÖóôñï¡óú ïêÜÑ　àóúï　 ë　Ñ 




0
2

1
n n

, ö.¡. 12  . で¿ñÑÜçíöñ¿áÖÜ, öÜô¡í 27x  çêÜÑóö ç óÖöñëçí¿ 

ïêÜÑó½Üïöó. 

2) ぢëó 23x  äÜ¿Üôó½ ïêÜÑ　àóúï　 ë　Ñ 


0
2

1
n n

 (ï½. äñëç▲ú ï¿Üôíú). 

どÜô¡í 23x  çêÜÑóö ç óÖöñëçí¿ ïêÜÑó½Üïöó. げÖíôóö, Üß¿íïöá ïêÜÑó½Üïöó 
óïêÜÑÖÜÇÜ ë　Ñí 　ç¿　ñöï　 Üöëñ£¡Ü½ 2723  x .                                                 

ぢëó½ñë 5. ぞíúöó Üß¿íïöá ïêÜÑó½Üïöó ë　Ñí 







1

22
8

n

nn x . 

づñüñÖóñ. げíäóüñ½ ë　Ñ ç ëí£çñëÖÜöÜ½ çóÑñ: 
...8...888

229944  nn xxxx  . 
だôñçóÑÖÜ, ôöÜ ßñï¡ÜÖñôÖÜñ ôóï¿Ü ñÇÜ ¡Ü~ââóîóñÖöÜç ëíçÖÜ ÖÜ¿0, í ó½ñÖÖÜ: 

0......11108765320  maaaaaaaaaa  ( 2nm  ). ぢÜ~öÜ½Ü 
âÜë½Ü¿▲ (3) ó (4) Ñ¿　 ÖíêÜ¢ÑñÖó　 ëíÑóÜïí ïêÜÑó½Üïöó £Ññïá Öñäëó½ñÖó½▲. 
ゑÜïäÜ¿á£Üñ½ï　 ëíÑó¡í¿áÖ▲½ äëó£Öí¡Ü½ とÜüó ó ÖíúÑñ½ n n

n
xu )(lim


, ÇÑñ 

22
8)( nn

n xxu  . 




)8(88)( limlimlimlim
2222 nn

n

n nn

n
n nn

n
n n

n
xxxxu  














.81,18,0
,81,18,1
,81,18,

xó¿óxñï¿ó
xó¿óxñï¿ó

xó¿óxñï¿ó
 

げÖíôóö, óïï¿ñÑÜñ½▲ú ë　Ñ ïêÜÑóöï　 äëó 8181  x . づíïï½Üöëó½ ÇëíÖóôÖ▲ñ 
öÜô¡ó ~öÜÇÜ óÖöñëçí¿í. 

1) ぢëó 81x  ó½ññ½ ë　Ñ ...1...111  , ¡ÜöÜë▲ú ëíïêÜÑóöï　 äÜ 
ÑÜïöíöÜôÖÜ½Ü äëó£Öí¡Ü ëíïêÜÑó½Üïöó, ö.¡. 011limlim 

 n
n

n
u . どÜô¡í 

81x  Öñ çêÜÑóö ç óÖöñëçí¿ ïêÜÑó½Üïöó. 
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2) ぢëó 81x  äÜ¿Üôó½ £Öí¡ÜôñëñÑÜ0àóúï　 ëíïêÜÑ　àóúï　 ë　Ñ 

...1111)1(
1

2




n

n  äÜ ÑÜïöíöÜôÖÜ½Ü äëó£Öí¡Ü ëíïêÜÑó½Üïöó. どÜô¡í 

81x  Öñ çêÜÑóö ç óÖöñëçí¿ ïêÜÑó½Üïöó. 
どí¡ó½ Üßëí£Ü½, Üß¿íïöá ïêÜÑó½Üïöó óïï¿ñÑÜñ½ÜÇÜ ë　Ñí – ~öÜ óÖöñëçí¿ 

8181  x .                                                                                                           
でçÜúïöçí ïöñäñÖÖ▲ê ë　ÑÜç 

でçÜúïöçÜ 1. でÜ½½í )(xS  ïöñäñÖÖÜÇÜ ë　Ñí (1) 　ç¿　ñöï　 Öñäëñë▲çÖÜú 
âÜÖ¡îóñú ç óÖöñëçí¿ñ ïêÜÑó½Üïöó );( RR . 

でçÜúïöçÜ 2. でöñäñÖÖ▲ñ ë　Ñ▲ 


0n

n
n xa  ó 



0n

n
n xb , ó½ñ0àóñ ëíÑóÜï▲ 

ïêÜÑó½Üïöó 1R  ó 2R  ïÜÜöçñöïöçñÖÖÜ, ½Ü¢ÖÜ äÜô¿ñÖÖÜ ï¡¿íÑ▲çíöá, ç▲ôóöíöá 
ó Ü½ÖÜ¢íöá. づíÑóÜï ïêÜÑó½Üïöó ïÜ½½▲, ëí£ÖÜïöó ó äëÜó£çñÑñÖó　 ë　ÑÜç Öñ 
½ñÖáüñ, ôñ½ ½ñÖáüññ ó£ ôóïñ¿ 1R  ó 2R . 

でçÜúïöçÜ 3. でöñäñÖÖÜú ë　Ñ ½Ü¢ÖÜ äÜô¿ñÖÖÜ ÑóââñëñÖîóëÜçíöá çÖÜöëó 
óÖöñëçí¿í ïêÜÑó½Üïöó, äëó ~öÜ½ Ñ¿　 ë　Ñí (1) 

......)( 3
3

2
210  n

n xaxaxaxaaxS  
äëó RxR   ç▲äÜ¿Ö　ñöï　 ëíçñÖïöçÜ 
                              ......32)( 12

321  n
n xanxaxaaxS ,                       (5) 

ö.ñ. ïÜ½½í ë　Ñí, äÜ¿ÜôñÖÖÜÇÜ äÜô¿ñÖÖ▲½ ÑóââñëñÖîóëÜçíÖóñ½ ïöñäñÖÖÜÇÜ 
ë　Ñí, çÖÜöëó óÖöñëçí¿í ïêÜÑó½Üïöó ëíçÖí äëÜó£çÜÑÖÜú Üö ïÜ½½▲ 
äñëçÜÖíôí¿áÖÜÇÜ ë　Ñí. 

ご£ ~öÜÇÜ ïçÜúïöçí ï¿ñÑÜñö, ôöÜ ïöñäñÖÖÜú ë　Ñ ½Ü¢ÖÜ äÜô¿ñÖÖÜ 
ÑóââñëñÖîóëÜçíöá çÖÜöëó óÖöñëçí¿í ïêÜÑó½Üïöó ï¡Ü¿á¡Ü ÜÇÜÑÖÜ ëí£. 

でçÜúïöçÜ 4. でöñäñÖÖÜú ë　Ñ ½Ü¢ÖÜ äÜô¿ñÖÖÜ óÖöñÇëóëÜçíöá Öí ¡í¢ÑÜ½ 
Üöëñ£¡ñ, ëíïäÜ¿Ü¢ñÖÖÜ½ çÖÜöëó óÖöñëçí¿í ïêÜÑó½Üïöó, äëó ~öÜ½ Ñ¿　 ë　Ñí (1) 
äëó RxaR   ç▲äÜ¿Ö　ñöï　 ëíçñÖïöçÜ 

                        ......)( 2
210  

x

a

n
n

x

a

x

a

x

a

x

a
dttadttadttadtadttS ,                (6) 

ö.ñ. ïÜ½½í ë　Ñí, äÜ¿ÜôñÖÖÜÇÜ äÜô¿ñÖÖ▲½ óÖöñÇëóëÜçíÖóñ½ ïöñäñÖÖÜÇÜ ë　Ñí, 
çÖÜöëó óÖöñëçí¿í ïêÜÑó½Üïöó ëíçÖí óÖöñÇëí¿Ü Üö ïÜ½½▲ äñëçÜÖíôí¿áÖÜÇÜ 
ë　Ñí. 

づ　Ñ▲ (5) ó (6) ó½ñ0ö öÜö ¢ñ ëíÑóÜï ïêÜÑó½Üïöó, ôöÜ ó óïêÜÑÖ▲ú 
ïöñäñÖÖÜú ë　Ñ (1). 

ぢñëñôóï¿ñÖÖ▲ñ ïçÜúïöçí Üïöí0öï　 ïäëíçñÑ¿óç▲½ó ó Ñ¿　 ïöñäñÖÖ▲ê 
ë　ÑÜç çóÑí (2). 

でçÜúïöçí ïöñäñÖÖ▲ê ë　ÑÜç üóëÜ¡Ü äëó½ñÖ　0öï　 ç äëóß¿ó¢ñÖÖ▲ê 
ç▲ôóï¿ñÖó　ê ó öñÜëñöóôñï¡óê óïï¿ñÑÜçíÖó　ê. どí¡, Öíäëó½ñë, ïçÜúïöçí Ü 
äÜô¿ñÖÖÜ½ ÑóââñëñÖîóëÜçíÖóó ó äÜô¿ñÖÖÜ½ óÖöñÇëóëÜçíÖóó ôíïöÜ 
óïäÜ¿á£Ü0öï　 Ñ¿　 ÖíêÜ¢ÑñÖó　 ïÜ½½▲ )(xS  âÜÖ¡îóÜÖí¿áÖ▲ê (ïöñäñÖÖ▲ê) 
ë　ÑÜç. ぎï¿ó ïÜ½½Ü )(xS  Öñ¡ÜöÜëÜÇÜ ë　Ñí öëÜÑÖÜ Öíúöó ÖñäÜïëñÑïöçñÖÖÜ, ÖÜ 
¿ñÇ¡Ü Öíúöó ïÜ½½Ü ë　Ñí äëÜó£çÜÑÖ▲ê (ó¿ó óÖöñÇëí¿Üç), öÜ, ÑóââñëñÖîóëÜ　 
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(ó¿ó óÖöñÇëóëÜ　) ë　Ñ ï ó£çñïöÖÜú ïÜ½½Üú, ½Ü¢ÖÜ ç▲ôóï¿óöá ó ïÜ½½Ü 
óïêÜÑÖÜÇÜ ë　Ñí )(xS . 

 
 
 
 
 

§6. づí£¿Ü¢ñÖóñ âÜÖ¡îóú ç ïöñäñÖÖ▲ñ ë　Ñ▲ 
 

づ　Ñ▲ どñú¿Üëí ó ぜí¡¿ÜëñÖí 
 

が¿　 äëó¿Ü¢ñÖóú çí¢ÖÜ Ü½ñöá ÑíÖÖÜ0 âÜÖ¡îó0 )(xf  ëíï¡¿íÑ▲çíöá ç 
ïöñäñÖÖÜú ë　Ñ, ö.ñ. äëñÑïöíç¿　öá âÜÖ¡îó0 )(xf  ç çóÑñ ïÜ½½▲ ïöñäñÖÖÜÇÜ 
ë　Ñí. 

が¿　 ¿0ßÜú âÜÖ¡îóó )(xf , ÜäëñÑñ¿ñÖÖÜú ç Ü¡ëñïöÖÜïöó öÜô¡ó 0x  ó 
ó½ñ0àñú ç Öñú äëÜó£çÜÑÖ▲ñ ÑÜ )1( n -ÇÜ äÜë　Ñ¡í ç¡¿0ôóöñ¿áÖÜ, 
ïäëíçñÑ¿óçí âÜë½Ü¿í どñú¿Üëí: 

        





 ...)(
!2

)()(
!1

)()()( 2
0

0
0

0
0 xxxfxxxfxfxf  

                                                                         )()(
!

)(
0

0
)(

xRxx
n

xf
n

n
n

 , 

ÇÑñ 1
0

)1(
)(

)!1(
)()( 





 n

n

n xx
n

cfxR , );( 0 xxc , – ÜïöíöÜôÖ▲ú ô¿ñÖ âÜë½Ü¿▲ 

どñú¿Üëí ç âÜë½ñ ずíÇëíÖ¢í. ぶóï¿Ü c  ½Ü¢ÖÜ £íäóïíöá ç çóÑñ 
)( 00 xxxc   , ÇÑñ 10  . 

ゑï　¡í　 âÜÖ¡îó　 )(xf , ó½ñ0àí　 äëÜó£çÜÑÖ▲ñ ¿0ß▲ê äÜë　Ñ¡Üç (ö.ñ. 
ßñï¡ÜÖñôÖÜ ÑóââñëñÖîóëÜñ½í　) ç Ü¡ëñïöÖÜïöó öÜô¡ó 0x , ½Ü¢ñö ß▲öá 
ëí£¿Ü¢ñÖí äÜ ïöñäñÖ　½ )( 0xx  : 

  ...)(
!

)(
...)(

!2
)(

)(
!1

)(
)()( 0

0
)(

2
0

0
0

0
0 





 n

n
xx

n
xfxxxfxxxfxfxf .  (1) 

づí£¿Ü¢ñÖóñ (1) âÜÖ¡îóó )(xf  äÜ ïöñäñÖ　½ )( 0xx   Öí£▲çíñöï　 ë　ÑÜ½ 
どñú¿Üëí. 

げí½ñöó½, ôöÜ ë　Ñ どñú¿Üëí âÜë½í¿áÖÜ ½Ü¢ÖÜ äÜïöëÜóöá Ñ¿　 ¿0ßÜú 
ßñï¡ÜÖñôÖÜ ÑóââñëñÖîóëÜñ½Üú âÜÖ¡îóó )(xf  ç Ü¡ëñïöÖÜïöó öÜô¡ó 0x  (~öÜ 
ÖñÜßêÜÑó½Üñ Üï¿Üçóñ). ぞÜ Üöï0Ñí ñàñ Öñ ï¿ñÑÜñö, ôöÜ ë　Ñ どñú¿Üëí ßÜÑñö 
ïêÜÑóöáï　 ¡ ÑíÖÖÜú âÜÖ¡îóó )(xf . だÖ ½Ü¢ñö ß▲öá ëíïêÜÑ　àó½ï　 ó¿ó 
ïêÜÑ　àó½ï　, ÖÜ Öñ ¡ âÜÖ¡îóó )(xf . 

ぢëó½ñë 1. ぱÜÖ¡îó　 












0,0
,0,)(

21

xñï¿ó
xñï¿óexf

x
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ó½ññö ç öÜô¡ñ 0x  äëÜó£çÜÑÖ▲ñ çïñê äÜë　Ñ¡Üç, äëóôñ½ 0)0()( nf  äëó 
çï　¡Ü½ n . づ　Ñ どñú¿Üëí ó½ññö çóÑ 

...
!

0...
!2

0
!1

00 2  nx
n

xx  . 

ÄöÜö ë　Ñ ïêÜÑóöï　, ÖÜ ñÇÜ ïÜ½½í )(xS  ç ¿0ßÜú öÜô¡ñ x  ëíçÖí ÖÜ¿0, í Öñ 
)(xf .                                                                                                                         
ゑ ï¿ñÑÜ0àñú öñÜëñ½ñ äëóçñÑñÖ▲ ÖñÜßêÜÑó½Üñ ó ÑÜïöíöÜôÖÜñ Üï¿Üçó　 

ïêÜÑó½Üïöó ë　Ñí どñú¿Üëí ¡ âÜÖ¡îóó )(xf , äÜëÜ¢Ñí0àñú ~öÜö ë　Ñ. 
どñÜëñ½í. が¿　 öÜÇÜ ôöÜß▲ ë　Ñ どñú¿Üëí (1), ïÜïöíç¿ñÖÖ▲ú Ñ¿　 âÜÖ¡îóó 

)(xf , ïêÜÑó¿ï　 ¡ ~öÜú âÜÖ¡îóó )(xf  ç öÜô¡ñ x , ÖñÜßêÜÑó½Ü ó ÑÜïöíöÜôÖÜ, 
ôöÜß▲ ç ~öÜú öÜô¡ñ ÜïöíöÜôÖ▲ú ô¿ñÖ âÜë½Ü¿▲ どñú¿Üëí ïöëñ½ó¿ï　 ¡ ÖÜ¿0 äëó 

n , ö.ñ. ôöÜß▲ 0)(lim 


xRn
n

. 

げíÑíôí ëí£¿Ü¢ñÖó　 âÜÖ¡îóó )(xf  ç ïöñäñÖÖÜú ë　Ñ, ïêÜÑ　àóúï　 ¡ 
ÑíÖÖÜú âÜÖ¡îóó )(xf , ïçÜÑóöï　 ¡ ÖíêÜ¢ÑñÖó0 £ÖíôñÖóú x , äëó ¡ÜöÜë▲ê 

0)( xRn  äëó n . 
ゑ ï¿Üôíñ, ñï¿ó ç ë　Ññ どñú¿Üëí (1) 00 x , öÜ äÜ¿Üôíñ½ ëí£¿Ü¢ñÖóñ 

âÜÖ¡îóó äÜ ïöñäñÖ　½ x : 

                       ...
!

)0(...
!2

)0(
!1

)0()0()(
)(

2 





 n
n

x
n

fxfxffxf .                   (2) 

づ　Ñ (2) Öí£▲çíñöï　 ë　ÑÜ½ ぜí¡¿ÜëñÖí. 
づ　Ñ どñú¿Üëí äëñÑïöíç¿　ñö ïÜßÜú ïöñäñÖÖÜú ë　Ñ çóÑí (2) (ï½. §5), í ë　Ñ 

ぜí¡¿ÜëñÖí – ïöñäñÖÖÜú ë　Ñ çóÑí (1) (ï½. §5). 
ぢëó ëí£¿Ü¢ñÖóó âÜÖ¡îóú ç ë　Ñ どñú¿Üëí ÖÜ¢ÖÜ: 
1) Öíúöó äëÜó£çÜÑÖ▲ñ )(xf  , )(xf  ,…, )()( xf n ,…; 
2) ç▲ôóï¿óöá £ÖíôñÖóñ âÜÖ¡îóó ç öÜô¡ñ 0x  ó £ÖíôñÖó　 äëÜó£çÜÑÖ▲ê ç 

öÜô¡ñ 0x ; 
3) ïÜïöíçóöá ë　Ñ (1) Ñ¿　 £íÑíÖÖÜú âÜÖ¡îóó; 
4) Öíúöó Üß¿íïöá ïêÜÑó½Üïöó äÜ¿ÜôñÖÖÜÇÜ ë　Ñí; 
5) ç▲　ïÖóöá, Ñ¿　 ¡í¡óê £ÖíôñÖóú x  ó£ Üß¿íïöó ïêÜÑó½Üïöó ÜïöíöÜôÖ▲ú 

ô¿ñÖ ë　Ñí どñú¿Üëí 0)( xRn  äëó n . ぎï¿ó öí¡óñ £ÖíôñÖó　 x  ÖíúÑñÖ▲, öÜ 
Ñ¿　 ~öóê £ÖíôñÖóú ½ñ¢ÑÜ âÜÖ¡îóñú )(xf  ó ë　ÑÜ½ どñú¿Üëí ½Ü¢ÖÜ äÜïöíçóöá 
£Öí¡ ëíçñÖïöçí. 

げí½ñôíÖóñ. ゑ óÖöñëçí¿ñ ïêÜÑó½Üïöó ïöñäñÖÖÜÇÜ ë　Ñí ÜïöíöÜôÖ▲ú ô¿ñÖ 
ïöëñ½óöï　 ¡ ÖÜ¿0 äëó n . 

ぢëó½ñë 2. づí£¿Ü¢óöá âÜÖ¡îó0 
x

xf



1

1)(  ç ë　Ñ どñú¿Üëí ç Ü¡ëñïöÖÜïöó 

öÜô¡ó 20 x . ぞíúöó Üß¿íïöá ïêÜÑó½Üïöó äÜ¿ÜôñÖÖÜÇÜ ë　Ñí. 
づñüñÖóñ. ぞíêÜÑó½ äëÜó£çÜÑÖ▲ñ ÑíÖÖÜú âÜÖ¡îóó ó ç▲ôóï¿　ñ½ £ÖíôñÖóñ 

âÜÖ¡îóó ó £ÖíôñÖó　 äëÜó£çÜÑÖ▲ê ç öÜô¡ñ 20 x : 
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,1
1

1
1

1)2(
22








 xx xx

f  

,!11)2(,)1())1(()( 21   fxxxf  
,!2)2(,)1(!2)1(2)( 33   fxxxf  
,!3)2(,)1(!3)1(32)( 44   fxxxf  

,!4)2(,)1(!4)1(432)( 55   IVIV fxxxf  
…………………………………………… 

,)1(!)1()1(...432)1()( )1(1)1(1)(   nnnnn xnxnxf  
!.)1()2( 1)( nf nn    

でÜïöíçó½ ë　Ñ どñú¿Üëí: 










...)2(
!

!)1(...)2(
!4
!4)2(

!3
!3)2(

!2
!2)2(

!1
!11

1
1)(

1
432 n

n
x

n
nxxxx

x
xf

 

...)2()1(...)2()2()2()2(1 1432   nn xxxxx  , 

ö.ñ. 




 



0

1 )2()1(
1

1)(
n

nn x
x

xf . 

ごïï¿ñÑÜñ½ ïêÜÑó½Üïöá äÜ¿ÜôñÖÖÜÇÜ ë　Ñí. が¿　 ~öÜÇÜ ÖíúÑñ½ ñÇÜ ëíÑóÜï 
ïêÜÑó½Üïöó, ö.¡. ~öÜö ë　Ñ 　ç¿　ñöï　 äÜ¿Ö▲½ ïöñäñÖÖ▲½ ë　ÑÜ½. 

111
)1(
)1(

limlimlimlim 2

1

1












 nnn

n

nn

n

n a
aR , 

ÇÑñ 1)1(  n
na . づ　Ñ ïêÜÑóöï　 äëó 12 x , ö.ñ. 31  x , ó ëíïêÜÑóöï　 äëó 

1x  ó¿ó 3x . ごïï¿ñÑÜñ½ ïêÜÑó½Üïöá ë　Ñí Öí ÇëíÖóîíê ~öÜÇÜ óÖöñëçí¿í. 
1) ぢëó 1x  äÜ¿Üôó½ £Öí¡ÜÜöëóîíöñ¿áÖ▲ú ë　Ñ 






 
0

12 ...1...111)1(
n

n , ¡ÜöÜë▲ú ëíïêÜÑóöï　 äÜ ïçÜúïöçÜ, ö.¡. 

ëíïêÜÑóöï　 ïÜÜöçñöïöçÜ0àóú £Öí¡ÜäÜ¿Ü¢óöñ¿áÖ▲ú ë　Ñ äÜ ÑÜïöíöÜôÖÜ½Ü 
äëó£Öí¡Ü ëíïêÜÑó½Üïöó ( 011lim 

n
). 

2) ぢëó 3x  äÜ¿Üôó½ ëíïêÜÑ　àóúï　 £Öí¡ÜôñëñÑÜ0àóúï　 ë　Ñ 






 
0

1 ...11111)1(
n

n  äÜ ÑÜïöíöÜôÖÜ½Ü äëó£Öí¡Ü ëíïêÜÑó½Üïöó. 

で¿ñÑÜçíöñ¿áÖÜ, Üß¿íïöá0 ïêÜÑó½Üïöó ïöñäñÖÖÜÇÜ ë　Ñí 　ç¿　ñöï　 óÖöñëçí¿ 

31  x  ó ë　Ñ ïêÜÑóöï　 ¡ âÜÖ¡îóó 
x

xf



1

1)(  çÖÜöëó ~öÜÇÜ óÖöñëçí¿í.         

 
ぢëóçñÑñ½ Öó¢ñ ëí£¿Ü¢ñÖó　 ç ë　Ñ ぜí¡¿ÜëñÖí Ñ¿　 Öñ¡ÜöÜë▲ê 

~¿ñ½ñÖöíëÖ▲ê âÜÖ¡îóú, ¡ÜöÜë▲ñ ç Ñí¿áÖñúüñ½ ½ÜÇÜö ß▲öá óïäÜ¿á£ÜçíÖ▲ Ñ¿　 
ëí£¿Ü¢ñÖó　 ½ÖÜÇóê ÑëÜÇóê âÜÖ¡îóú ç ë　Ñ ぜí¡¿ÜëñÖí. 
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づí£¿Ü¢ñÖóñ Öñ¡ÜöÜë▲ê ~¿ñ½ñÖöíëÖ▲ê âÜÖ¡îóú ç ë　Ñ ぜí¡¿ÜëñÖí 
 

                 





 ...
!3

)2)(1(
!2

)1(
!1

1)1( 32 xmmmxmmxmx m           (3) 

...
!

)1(...)2)(1(



 nx

n
nmmmm  , 















,1),1;1(
,01],1;1(

,0],1;1[

mñï¿ó
mñï¿ó

mñï¿ó
x  

ÇÑñ m  – ¿0ßÜñ Ññúïöçóöñ¿áÖÜñ ôóï¿Ü. づ　Ñ (3) Öí£▲çíñöï　 ßóÖÜ½óí¿áÖ▲½ 
ë　ÑÜ½. 

                                 ,...,
!
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!3!2!1

1
32

 x
n
xxxxe

n
x                          (4) 

                   ,...,
)!12(

)1(...
!7!5!3

sin
12753







x
n

xxxxxx
n

n              (5) 

                     ,...,
)!2(

)1(...
!6!4!2
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2642
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n

xxxxx
n

n                 (6) 

                ],1;1(...,
1

)1(...
432

)1(ln
1432







x
n
xxxxxx

n
n           (7) 

                ],1;1[...,
12

)1(...
753

12753






x

n
xxxxxxarctg

n
n          (8) 

...,
12)2(...642

)12(...531...
7642

531
542

31
32

1arcsin
12753



















n
x

n
nxxxxx

n
 

                                                                                               ],1;1[x                 (9) 

                          ,...,
)!12(

...
!7!5!3

12753






x

n
xxxxxxsh

n
                (10) 

                            ....,
)!2(

...
!6!4!2

1
2642

 x
n

xxxxxch
n

                    (11) 

で äÜ½Üàá0 ëí£¿Ü¢ñÖóú (3) – (11) ½Ü¢ÖÜ ÑÜçÜ¿áÖÜ äëÜïöÜ ÖíêÜÑóöá 
ëí£¿Ü¢ñÖó　 ½ÖÜÇóê ÑëÜÇóê âÜÖ¡îóú ç ë　Ñ ぜí¡¿ÜëñÖí. どí¡, Öíäëó½ñë, Ñ¿　 
ÖíêÜ¢ÑñÖó　 ëí£¿Ü¢ñÖó　 âÜÖ¡îóó 3sin)( xxf   ç ë　Ñ ぜí¡¿ÜëñÖí ï¿ñÑÜñö ç 
ëíçñÖïöçñ (5) £í½ñÖóöá x  Öí 3x . ぢëó ~öÜ½ ÜöäíÑíñö ÖñÜßêÜÑó½Üïöá 
óïï¿ñÑÜçíöá ÜïöíöÜôÖ▲ñ ô¿ñÖ▲ ïÜÜöçñöïöçÜ0àóê âÜë½Ü¿ どñú¿Üëí ï îñ¿á0 
ç▲　ïÖñÖó　, ½Ü¢ÖÜ ¿ó ½ñ¢ÑÜ ïÜïöíç¿ñÖÖ▲½ ë　ÑÜ½ ó ïí½Üú óïêÜÑÖÜú 
âÜÖ¡îóñú äÜïöíçóöá £Öí¡ ëíçñÖïöçí, öí¡ ¡í¡ Üß¿íïöó ïêÜÑó½Üïöó öíß¿óôÖ▲ê 
ë　ÑÜç ó£çñïöÖ▲. とëÜ½ñ ~öÜÇÜ, óÖÜÇÑí ëí£¿Ü¢ñÖóñ âÜÖ¡îóó ç ë　Ñ ぜí¡¿ÜëñÖí 
äÜ¿Üôíñöï　 ï¿Ü¢ñÖóñ½ öíß¿óôÖ▲ê (ë　Ñ▲ (3) – (11)) ó¿ó ëíÖññ ÖíúÑñÖÖ▲ê 
ëí£¿Ü¢ñÖóú, í öí¡¢ñ ï äÜ½Üàá0 ç▲ôóöíÖó　 ó Ü½ÖÜ¢ñÖó　 ó£çñïöÖÜÇÜ 
ëí£¿Ü¢ñÖó　 Öí ôóï¿Ü. ぞíäëó½ñë, Ñ¿　 ëí£¿Ü¢ñÖó　 âÜÖ¡îóó 

xxxf cos)3()( 5   ç ë　Ñ ぜí¡¿ÜëñÖí ÖÜ¢ÖÜ ëí£¿Ü¢ñÖóñ (6) Ü½ÖÜ¢óöá Öí 5x  
ó 3 , í £íöñ½ ï¿Ü¢óöá äÜ¿ÜôñÖÖ▲ñ ëí£¿Ü¢ñÖó　 âÜÖ¡îóú xx cos5  ó xcos3 . 
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どí¡¢ñ ë　Ñ▲ (3) – (11) óïäÜ¿á£Ü0öï　 ç ¡Ü½ßóÖíîóó ï äëíçó¿í½ó 
ÑóââñëñÖîóëÜçíÖó　 ó óÖöñÇëóëÜçíÖó　 ïöñäñÖÖ▲ê ë　ÑÜç (ï½. ïçÜúïöçí 
ïöñäñÖÖ▲ê ë　ÑÜç) Ñ¿　 ëí£¿Ü¢ñÖó　 Öñ¡ÜöÜë▲ê âÜÖ¡îóú ç ë　Ñ ぜí¡¿ÜëñÖí. どí¡, 

äëó óÖöñÇëóëÜçíÖóó ó£çñïöÖÜÇÜ ëí£¿Ü¢ñÖó　 ç ë　Ñ ぜí¡¿ÜëñÖí âÜÖ¡îóó 
x1

1  

äÜ¿Üôíñöï　 öíß¿óôÖÜñ ëí£¿Ü¢ñÖóñ (7). 
ぢëó½ñë 3. づí£¿Ü¢óöá âÜÖ¡îó0 xxf 7)(   ç ë　Ñ ぜí¡¿ÜëñÖí. 
づñüñÖóñ. ゑÜïäÜ¿á£Üñ½ï　 ÇÜöÜç▲½ ëí£¿Ü¢ñÖóñ½ (4). どí¡ ¡í¡ 

7ln7ln7 xx ee
x
 , öÜ £í½ñÖó½ ç ëí£¿Ü¢ñÖóó (4) x  Öí 7lnx : 
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づí£¿Ü¢ñÖóñ ó½ññö ½ñïöÜ Ñ¿　 x , ö.¡. 7lnx  äëó x .                            

ぢëó½ñë 4. づí£¿Ü¢óöá âÜÖ¡îó0 
5

cos)(
4xxf   ç ë　Ñ ぜí¡¿ÜëñÖí. 

づñüñÖóñ. ぢëó½ñÖó½ öíß¿óôÖÜñ ëí£¿Ü¢ñÖóñ (6), ç ¡ÜöÜëÜ½ £í½ñÖó½ x  Öí 

5

4x  ó äÜ¿Üôó½: 
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ぢëó½ñë 5. づí£¿Ü¢óöá âÜÖ¡îó0 xxf 3sin)( 2  ç ë　Ñ ぜí¡¿ÜëñÖí. 

づñüñÖóñ. どí¡ ¡í¡ xxx 6cos
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ÇÑñ x .                                                                                                                  

ぢëó½ñë 6. づí£¿Ü¢óöá âÜÖ¡îó0 
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ぢëó½ñë 8. づí£¿Ü¢óöá âÜÖ¡îó0 xarctgxxf 2)(   ç ë　Ñ ぜí¡¿ÜëñÖí. 
づñüñÖóñ. ゑÜïäÜ¿á£Üñ½ï　 ÇÜöÜç▲½ ëí£¿Ü¢ñÖóñ½ (8): 
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§7. ぞñ¡ÜöÜë▲ñ äëó¿Ü¢ñÖó　 ïöñäñÖÖ▲ê ë　ÑÜç 
 

1. ぢëóß¿ó¢ñÖÖÜñ ç▲ôóï¿ñÖóñ £ÖíôñÖóú âÜÖ¡îóó 
 

づíïï½Üöëó½ £íÑíôÜ ç▲ôóï¿ñÖó　 £ÖíôñÖó　 âÜÖ¡îóó )(xf  äëó 1xx   ï 
£íÑíÖÖÜú öÜôÖÜïöá0 0 . 

ぢÜïöá âÜÖ¡îó　 )(xf  ç óÖöñëçí¿ñ );( RR  ½Ü¢ñö ß▲öá ëí£¿Ü¢ñÖí ç 
ïöñäñÖÖÜú ë　Ñ 

......)( 2
210  n

n xaxaxaaxf  
ó );(1 RRx  . どÜÇÑí öÜôÖÜñ £ÖíôñÖóñ )( 1xf  ëíçÖÜ ïÜ½½ñ ~öÜÇÜ ë　Ñí äëó 

1xx  : 
......)( 1

2
121101  n

nxaxaxaaxf , 
í äëóß¿ó¢ñÖÖÜñ £ÖíôñÖóñ ëíçÖÜ ôíïöóôÖÜú ïÜ½½ñ )( 1xSn : 

n
nn xaxaxaaxSxf 1

2
1211011 ...)()(  . 

どÜôÖÜïöá ~öÜÇÜ äëóß¿ó¢ñÖÖÜÇÜ ëíçñÖïöçí Üçñ¿óôóçíñöï　 ï ëÜïöÜ½ ÖÜ½ñëí n . 
んßïÜ¿0öÖí　 Üüóß¡í äëóß¿ó¢ñÖÖÜÇÜ ëíçñÖïöçí ëíçÖí ½ÜÑÜ¿0 Üïöíö¡í 

ë　Ñí, ö.ñ. 
)()()( 111 xrxSxf nn  , 

ÇÑñ 
...)( 3

13
2

12
1
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n
n

n
nn xaxaxaxr  . 
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がëÜÇó½ó ï¿Üçí½ó, íßïÜ¿0öÖí　 Üüóß¡í )()( 11 xSxf n  ÖíêÜÑóöï　 ¡í¡ ÜîñÖ¡í 
Üïöíö¡í )( 1xrn  äÜ¿ÜôñÖÖÜÇÜ ë　Ñí. ぎï¿ó ë　Ñ 　ç¿　ñöï　 ë　ÑÜ½ ¿ñúßÖóîñçï¡ÜÇÜ 
öóäí, öÜ Üüóß¡í ½ñÖáüñ, ôñ½ ½ÜÑÜ¿á äñëçÜÇÜ ó£ ÜößëÜüñÖÖ▲ê ô¿ñÖÜç, ö.ñ. 

)(...)()()()( 111312111 xuxuxuxuxr nnnnn   . 
ゑ ï¿Üôíñ, ¡ÜÇÑí ë　Ñ £Öí¡ÜäÜ¿Ü¢óöñ¿áÖ▲ú ó¿ó £Öí¡Üäñëñ½ñÖÖ▲ú, äÜïöÜäí0ö 
ï¿ñÑÜ0àó½ Üßëí£Ü½: Ñ¿　 ~öÜÇÜ ë　Ñí ïÜïöíç¿　0ö ë　Ñ ó£ ½ÜÑÜ¿ñú ñÇÜ ô¿ñÖÜç ó 
äÜÑßóëí0ö Ñ¿　 ÖñÇÜ äÜ¿Ü¢óöñ¿áÖ▲ú ë　Ñ ï ßÜ¿áüó½ó ô¿ñÖí½ó (¡í¡ äëíçó¿Ü, 
~öÜ ïêÜÑ　àóúï　 ë　Ñ ÇñÜ½ñöëóôñï¡Üú äëÜÇëñïïóó), ¡ÜöÜë▲ú ß▲ ¿ñÇ¡Ü 
ïÜ½½óëÜçí¿ï　. ご öÜÇÑí ç ¡íôñïöçñ ÜîñÖ¡ó )( 1xrn  ßñëñöï　 çñ¿óôóÖí Üïöíö¡í 
ÖÜçÜÇÜ ë　Ñí. 

ぢëó½ñë 1. ぞíúöó 1cos  ï öÜôÖÜïöá0 ÑÜ 0001,0 . 
づñüñÖóñ. ゑ ëí£¿Ü¢ñÖóó (6) (ï½. §6) äÜ¿Ü¢ó½ 1x  ó äÜ¿Üôó½: 

...
!8

1
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!4

1
!2

111cos   . 

どí¡ ¡í¡ 0001,01 , 0001,016667,0
!3

1
 , 0001,004167,0
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1

 , 

0001,000139,0
!6

1
 , 0001,000002,0

!8
1

 , öÜ Ñ¿　 ÖíêÜ¢ÑñÖó　 1cos  ï 

öÜôÖÜïöá0 ÑÜ 0001,0  ÑÜïöíöÜôÖÜ ç£　öá ôñö▲ëñ äñëç▲ê ï¿íÇíñ½▲ê: 

8736,0
!6

1
!4

1
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111cos  . 

ぢëó ~öÜ½ ÑÜäÜï¡íñ½í　 Üüóß¡í ½ñÖáüñ, ôñ½ ½ÜÑÜ¿á äñëçÜÇÜ ÜößëÜüñÖÖÜÇÜ 
ô¿ñÖí, ö.ñ. ½ñÖáüñ 0,00002.                                                                                     

ぢëó½ñë 2. ぞíúöó 3 e  ï öÜôÖÜïöá0 ÑÜ 0,00001. 
づñüñÖóñ. ゑÜïäÜ¿á£Üñ½ï　 ÇÜöÜç▲½ ëí£¿Ü¢ñÖóñ½ (4) (ï½. §6) ó äÜ¿Ü¢ó½ ç 

Öñ½ 31x : 
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でäëíçí äÜ¿Üôó¿ó £Öí¡ÜäÜ¿Ü¢óöñ¿áÖ▲ú ë　Ñ. ぢÜ~öÜ½Ü Ñ¿　 ÜîñÖ¡ó Üüóß¡ó 
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ÖíöÜëí¿áÖÜñ ôóï¿Ü n , ôöÜß▲ ç▲äÜ¿Ö　¿Üïá ÖñëíçñÖïöçÜ 
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2. ぢëóß¿ó¢ñÖÖÜñ ç▲ôóï¿ñÖóñ ÜäëñÑñ¿ñÖÖ▲ê óÖöñÇëí¿Üç 
 

づíïï½Üöëó½ £íÑíôÜ ç▲ôóï¿ñÖó　 ÜäëñÑñ¿ñÖÖÜÇÜ óÖöñÇëí¿í 
b

a
dxxf )(  ï 

£íÑíÖÖÜú öÜôÖÜïöá0 ÑÜ 0 . 
ぢÜïöá äÜÑ▲ÖöñÇëí¿áÖí　 âÜÖ¡îó　 )(xf  ½Ü¢ñö ß▲öá ëí£¿Ü¢ñÖí ç 

ïöñäñÖÖÜú ë　Ñ ó Üöëñ£Ü¡ ];[ ba  ç¡¿0ôñÖ ç óÖöñëçí¿ ïêÜÑó½Üïöó );( RR  ë　Ñí. 
どÜÇÑí Ñ¿　 ç▲ôóï¿ñÖó　 £íÑíÖÖÜÇÜ óÖöñÇëí¿í äëó½ñÖ　0ö ïçÜúïöçÜ äÜô¿ñÖÖÜÇÜ 
óÖöñÇëóëÜçíÖó　 ïöñäñÖÖÜÇÜ ë　Ñí. だüóß¡í, äÜ¿Üôíñ½í　 äëó ç▲ôóï¿ñÖó　ê, 
ÜäëñÑñ¿　ñöï　 öí¡ ¢ñ, ¡í¡ ó äëó ç▲ôóï¿ñÖóó £ÖíôñÖóú âÜÖ¡îóó. 

ぢëó½ñë 3. ゑ▲ôóï¿óöá óÖöñÇëí¿ dx
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x
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4sin  ï öÜôÖÜïöá0 ÑÜ 0,001. 

づñüñÖóñ. づí£¿Ü¢ó½ äÜÑ▲ÖöñÇëí¿áÖÜ0 âÜÖ¡îó0 ç ë　Ñ ぜí¡¿ÜëñÖí, 
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ぢÜ¿Üôó¿ó ë　Ñ ¿ñúßÖóîñçï¡ÜÇÜ öóäí. でëíçÖó½ ¡í¢Ñ▲ú ô¿ñÖ ~öÜÇÜ ë　Ñí äÜ 
½ÜÑÜ¿0 ï £íÑíÖÖÜú öÜôÖÜïöá0, ÜößëÜïó½ öñ, ¡ÜöÜë▲ñ ½ñÖáüñ £íÑíÖÖÜú 
öÜôÖÜïöó ó ÖíúÑñ½ í¿Çñßëíóôñï¡Ü0 ïÜ½½Ü Üïöíçüóêï　 ô¿ñÖÜç ë　Ñí. どí¡ ¡í¡ 
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